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Vorwort. 



ff 

xJas Journal für die reine und angewandte Mathematik, welches 
Ende 1825 durch Crelle gegründet wurde, war damals das einzige seiner 
Art in Deutschland und, mit Ausnahme des in Montpellier erscheinenden 
Gerganneschen Journals, das einzige in Europa. 

Es lag in der Natur der Sache, dass das im Vorwort zum ersten 
Bande enthaltene Programm gleichzeitig die Erweiterung der Wissen- 
schaft und die Verbreitung derselben als Zwecke des Unternehmens 
hinstellte. Beide Zwecke sind unter CreUe'n Redaction neben einander 
verfolgt worden, und wenn der erstere in den Vordergrund trat, so lag 
dies hauptsächlich an dem seltenen Glück, dass das Journal von so her- 
vorragenden Forschern wie Abel, Jacobi, Dirichlet und Steiner zur VeröflFent- 
lichung ihrer Arbeiten gewählt wurde. 

Als ich nach ereile's Tode Anfang 1856 die Redaction übernahm, 
modificirte ich im Vorwort zum 53»*®» Bande das bisherige Programm da- 
hin, dass ich die Erweiterung der Wissenschaft als alleinigen Zweck 
des Journals bezeichnete, was um so angemessener schien, als in den in- 
zwischen in Deutschland neu entstandenen mathematischen Zeitschriften 
für die Verbreitung der Wissenschaft Raum geschaffen war. 

Indem ich nach Verlauf von mehr als 12 Jahren den 17^«"» unter 
meiner Redaction beendigten Band dem Publicum übergebe, habe ich nur 
zu erklären, dass ich die bisher befolgten Grundsätze ungeändert aufrecht 
erhalte und nur Original -Untersuchungen aufnehme, welche durch ihre 
Resultate oder die Begründung derselben neu sind. 



IV Vorwort. 

Diesem Programm gemäss wird nach wie vor denjenigen Abhand- 
lungen, welche neue wohldurchdachte Gedanken in knapper von unwesent- 
lichem Beiwerk freier Darstellung entwickeln, vor allem Andern der Vorzug 
gegeben. Dagegen kann die mathematische Production in die Breite, welche 
wie zu allen Zeiten, auch in der unsrigen ihre Freunde hat, durch das 
hiesige Journal in keiner Weise begünstigt werden. 

Wenn meine geehrten Herren Mitarbeiter, wenn die mathematischen 
Forscher Deutschlands, denen sich nicht selten fremde Forscher als Freunde 
oder willkommene Gäste anschlössen, mein Journal wie bisher mit ihrer 
Unterstützung beehren und diejenigen ihrer Arbeiten, in welchen sie eine 
Erweiterung der Wissenschaft erkennen, mir zur Veröffentlichung anver- 
trauen — , so wird dies Journal, wie zu hoffen ist, auch darin seinen Beruf 
zu erfüllen fortfahren, dass es die mathematischen Journal -Abhandlungen, 
in welchen sich der durch deutsche Arbeit erreichte Fortschritt der Wissen- 
schaft niedergelegt findet, an einem Orte sammelt und vor einer dem 
Studium nichts weniger als förderlichen Verstreuung bewahrt. 

Berlin, den 21. December 1868. 

Borchardt 
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lieber die Auflösung der Gleichung 

(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn £. Heine.y 



§. 1. Die Aufgabe wird gestellt. 

Xn dieser Gleichung bedeuten die Grössen 

*^i^ *^2^ ... ir„ 
beliebige ganze positive oder negative Zahlen, und die Coefficienten des ans 
ihnen gebildeten linearen Ausdrucks, 

«1, «2 9 • • • ^n 

gegebene ganze positive oder negative Zahlen, ferner f den allen diesen Coef- 
ficienten gemeinschaftlichen. Theiler, wenn sie einen dergleichen haben, oder 
die Einheit, wenn sie mit keinem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind. 
Es soll für die Grössen 

mittelst linearer Substitutionen eine gleiche Anzahl anderer Grössen eingeführt 
werden, welche ebenfalls jede beliebige ganze Zahl werden können, wenn man 
für 0?!, a^2 9 ••• ^n entsprechende Werthe setzt, und es soll eine derselben 



*) Das hier aufgestellte und gelöste Problem ist das nämliche, auf welches Jacobi 
(Monatsbericht der Berliner Akademie aus dem Jahre 1848, S. 414 — 417) die Re- 
duction quadratischer Formen auf die kleinste Anzahl Glieder zurückführt. Er ver- 
spricht dort eine Lösung desselben an einem anderen Orte, während er in dem Abdruck 
des obengenannten Aufsatzes im 39^*^" Bande des Crelleschen Journals S. 290 — 292 und 
im 2**" Bande von Jacobis gesammelten Werken S. 135 — 138, welcher einige Ab- 
änderungen in der Bedaction enthält, „bei einer andern Gelegenheit mehrere Methoden 
hierfür angeben'^ will. In der vorliegenden Arbeit lernt man vier Methoden kennen. 

An derselben Stelle S. 291 des Abdrucks im Journal und S. 137 der gesammelten 
Werke findet man eine wichtige Bemerkung unter dem Texte, die im Monatsberichte 
fehlt, in welcher Jacobi von periodischen Algorithmen spricht, auf welche man bei 
Einführung gewisser Grenzbedingungen geführt wird. Die weitere Ausführung dieser 
Andeutungen bildet den letzten Tneil des mir vorliegenden Manuscriptes, — die Theorie 
der kettenoruchähnHchen Algorithmen. 

Man kann wohl annehmen, dass das Manuscript entstand, als Jacobi die Abhand- 
lung aus dem Monatsberichte für das Journal redigirte, also spätestens im Anfange 
des Jahres 1850, da die in demselben Hefte folgende Arbeit von Jacobi das Datum 
des 17. März 1850 trägt. Andrerseits wird man aus einem Citate ersehen, dass das 
Manuscript frühestens am Anfange des Jahres 1849 begonnen wurde* H. 

Joarnal fllr Mathematik Bd. LXIX. Heft. 1. 1 



2 C 6. /. Jacobi, über die Auflösung einer unbestimmten linearen Gleichung. 

durch die Gleichung 

aiXi + a2X2-\ \-c(^x^ = f.u 

gegeben sein. 

Ich will zuerst einige Bemerkungen aber die Beschaffenheit der anzu- 
wendenden Substitutionen voranschicken. 

Man nenne zwei Systeme Grössen, von denen jedes durch das andere 
mittelst linearer (homogener) Gleichungen definirt wird, und weiche, wie es 
hier der Fall sein soll, die Eigenschaft haben, dass immer wenn man für die 
Grössen eines von ihnen ganze positive oder negative Zahlen setzt, auch die 
Grössen des andern Systems ganze positive oder negative Zahlen werden, 
äquivalente Systeme Grössen. Mau nenne ferner redproke Systeme Gleichungen 
zwei Systeme linearer Gleichungen, von denen das eine ein System Grössen 
{B) durch ein anderes System Grössen (^;, das andere umgekehrt die Grössen 
{A) durch die Grössen (JB) ausdrückt. Nach einem Satze der Algebra haben 
die Determinanten zweier Systeme von linearen Gleichungen, welche durch 
Umkehrung aus einander erhalten werden, reciproke Werthe, oder es haben 
redproke Gleichungen reciproke Determinanten. 

Man erhält zwei äquivalente Systeme von Grössen {A) und (£j, wenn 
man für die Grössen {B) solche lineare Ausdrücke der Grössen {A) setzt, 
in denen die Coefficienten beliebige ganze Zahlen sind, deren Determinante 
+ 1 ist. Denn weil die Coefficienten dieser Ausdrücke ganze Zahlen sind, 
so werden immer die Grössen {B) ganze Zahlen, wenn man für die Grössen 
{A) ganze Zahlen setzt. Wenn man ferner die Gleichungen, welche die Grössen 
iß) durch die Grössen [A) ausdrücken, auflöst, so wird ihre Determinante, 
zufolge der für die algebraische Auflösung linearer Gleichungen bekannten 
Formeln, der gemeinschaftliche Nenner, mit welchem in den durch die Auf- 
lösung erhaltenen reciproken Gleichungen die Coefficienten der Grössen {B) 
behaftet werden. Da nun nach der Voraussetzung diese Determinante ± 1 
ist) so werden auch die Coefficienten der reciproken Gleichungen ganze Zahlen. 
Es müssen daher immer auch die Grössen. (^J ganze Zahlen werden, wenn 
man für die Grössen (J9) ganze Zahlen setzt, oder es sind die Grössen [A) 
und {B) äquivalent, was zu beweisen war. 

Auf die im Vorstehenden angegebne Art erhält mau o/Ze einem ge- 
gebnen Systeme Grössen äquivalenten Systeme, oder es gilt auch der umge- 
kehrte Satz, dass die Coefficienten der Gleichungen, welche ein System Grössen 
durch ein anderes äquivalentes ausdrücken, ganze Zahlen sein müssen, deren 



C. 0. /. Jacobi, über die Auflösung einer unbe$imnäen linearen Gleickung. 3 

Determinante den Werth ±1 hat. Dies ergiebt sich durch folgende Be- 
trachlnngen : 

In den Gleichungen, welche die Grössen {B) durch äquivalente Grössen 
{A) ausdrücken, setze man eine der Grössen {Ä) der Einheit und alle Obrigen 
der NuU gleich, so werden die Coefficienten dieser Grössen in den verscbiedeBen 
Gleichungen die Werthe, welche die Grössen {B) fBr eine solche Bestimmung 
der Grössen (A) annehmen. Wenn man fflr die =1 gesetzte Grösse nach 
und nach alle verschiedenen desselben Systems nimmt, werden auf diese Weise 
s&mmtliche Coefficienten Werthe, welche die Grössen des einen Systems an* 
nehmen, wenn man ffir die Grössen eines äquivalenten ganze positive Zahlen 
(hier und 1) setzt. Es müssen daher zufolge der Definition äquivalenter 
Systeme die Coefficienten der Gleichungen, welche die Grössen (J?) durch 
andere äquivalente Grössen (A) ausdrücken, ganze Zahlen sein. Aus dem- 
selben Grunde folgt, dass auch die Coefficienten der reciproken Gleichungen, 
welche die Grössen (A) durch die Grössen (B) ausdrücken, ganze Zahlen sein 
müssen. Es werden hiernach auch die Determinanten der beiden reciproken 
Systeme Gleichungen, welche die Grössen (B) durch die Grössen (A) und 
welche die Grössen (A) durch die Grössen (£>) ausdrücken, ganze Zahlen, da die 
Determinanten ganze Functionen der Coefficienten sind, und zwar müssen sie 
zufolge des oben angeführten Satzes solche ganze Zahlen werden, welche 
reciproke Werthe haben. Es ist aber + 1 die einzige ganze Zahl, deren re^ 
ciproker Werth auch wieder eine ganze Zahl ist, und es müssen daher diese 
Determinanten den Werth + 1 haben. 

Dem Vorstehenden zufolge kommt die vorgelegte Aufgabe mit der 
Aufgabe überein, wefm eine Reihe eon n Zahlen 

«i, «2, ... a„ 
gegeben ist, deren gemeinschaftlicher Theiler f ist, n—X andere Reihen von n 
Zahlen von der Beschaffenheit zu finden, dass die Determinante der n^ Zahlen 
= +/* wird. Unter dieser Form hat neulich Herr Hermite die vorgelegte Auf- 
gabe in einer lehrreichen Abhandlung behandelt*). 

Ich werde jetzt, nachdem ich diese Bemerkungen über die anzuwenden- 
den Substitutionen zur Erläuterung der Aufgabe vorausgeschickt habe, mehrere 
Auflösungen derselben mittheilen. Die beiden ersten Auflösungen setzen vor- 
aus, dass man zwischen den Grössen (Ti, X2^ ... x^ nach Belieben eine ge- 

*) Liauville, Journal de math^raatiques T. XIV, auu^e 1849, p» 21—30. M. vergl. 
den Schluß» der Bemerk, auf S. 1. H. 



4 C. G, J. Jacobi, über die Auflösung einer unbestimmten linearen Gleichung. 

wisse Reihenfolge annimmt, und man wird, je nachdem man diese oder jene 
Ordnung, in welcher sie auf einander folgen sollen, festgesetzt hat, die ver- 
schiedensten Resultate erhalten können. Die dritte Auflösung ist von dieser 
Willkür grossen Theils befreit, und behandelt die Grössen Xi , Xs , ... x. auf 
mehr gleichmSssige Weise. Diese drei Auflösungen beruhen auf der wieder- 
holten Anwendung des Verfahrens, durch welches der gemeinschaftliche Theiler 
zweier gegebenen Zahlen gesucht wird. Es giebt aber noch eine andere Auf- 
lösungsmethode, welche sich anderer Algorithmen bedient, die mannigfaltigster 
Anwendungen auf Arithmetik und Analysis fähig sind *) ; diese Methode wird 
hier als die vierte mitgetheilt. 



§. 2. Die Aufgabe wird anf eine einfachere zurückgeführt. 

Da f der grösste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a^^ «2, ... a. 
ist, so werden die Zahlen 

keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Man kann daher die vorgelegte 
Gleichung mittelst Division durch f immer auf eine andere zurückfahren , in 
welcher /"= 1 oder die Coefficienten der Gleichung keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben. Es kann dann der Fall eintreten, dass auch eine kleinere 
Anzahl dieser Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. Dieser Fall 
wird sogar die Regel bilden, da schon für ein massig grosses n die n Coef- 
ficienten sehr grosse Werlhe haben müssen, wenn je n—\ derselben einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben sollen **). Es lässt sich aber in diesem 
Falle die Gleichung auf eine andere zurückführen, welche eine geringere An- 
zahl Variabeln enthält. 



*) Das Manuscript fahrt hier folgender Massen fort: ;,Da diese mehrerer Ent- 
wicklungen bedürfen, so werde ich dieselben an einem andern Orte mittheilen, und 
hier nur die Auflösungen auseinandersetzen, welche sich an die gewöhnlichen Methoden 
anschliessend da es gut schien, diese zuvor mit Sorgfalt zu erörtern''. Von diesem 
ursprünglichen Plane weicht Jacobi ab, indem er nicht nur die vierte Methode sondern 
auch jene Anwendungen mittheilt. Ich musste mich daher zu einer Aenderung ent- 
schliessen und nahm hier noch die vierte Methode auf. Die Anwendungen sind der 
Gegenstand der folgenden Arbeit, welche den Titel erhalten hat, den ihr Jacobi als 
Ueberschrift eines Abschnittes gab. i7. 

**) Unten, bei der dritten Lösung, ist dieses weiter ausgeführt, und ein Beispiel 
für « = 5 gegeben (cf. §. 6). B. 
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Wenn nfimlich von den n Coefficienten schon eine kleinere Anzahl^ 
z. B. die Coefficienten 

^19 ^2 9 • • • ^m 9 

keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so zerfällt die Gleichung 

in zwei andere 

«lO^i + ajiCjH f-ttma^m = f>, 

Die Aufgabe kommt dann bloss auf die Auflösung der ersten Gleichung zurück. 
Hat man nämlich x^^ X2^ . . . x^ durch ein äquivalentes System von m an- 
deren Grössen, von denen eine die Grösse e ist, 

ausgedrückt, so hat man nur nöthig in diesen Ausdrücken für r seinen Werth 
aus der zweiten Gleichung zu substituiren. Man hat dann die gegebenen 
Grössen Xi , x^^ ... x^ durch die Grössen 

ausgedrückt, und diese Grössen bilden, wie verlangt wird, ein den gegebenen 
Grössen arj, Xj, ... x^ äquivalentes System, zu welchem die durch die ge- 
gebene Gleichung bestimmte Grösse u gehört. Denn wenn nach der Voraus- 
setzung die Grössen (Ti, oto? ... x^ und j5|, z>i^ •.. ^m>i, <? äquivalent sind, 
d. h. wenn die Grössen j5i, i52, ... s^^n ^ immer ganze Zahlen werden, 
sobald Xi, 0^2, . . . 2?^ ganze Zahlen sind, und umgekehrt, so werden auch die 
Grössen «i, ä2, ... Äm-i«. w, ^m+i? ^m-t-?^ . • • ^m immer ganze Zahlen, wenn 
oTi, X29 . . . a;« ganze Zahlen sind, und umgekehrt, und es werden daher auch 
diese beiden Systeme Grössen äquivalent sein. 

Giebt es mehrere Gruppen von Coefficienten, welche keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben, so kann man jede solche Gruppe für die Coef- 
ficienten cTi, «2, ... a^ nehmen, und sich begnügen, in Bezug auf dieselben 
das obige Verfahren anzuwenden, nach welchem nur für die Variabein, in 
welche die Coefficienten der gewählten Gruppe multiplicirt sind, neue Variabein 
eingeführt werden. Je nachdem man diese oder jene Gruppe erwählt, wird 
man ganz andere Lösungen erhalten. Um auf die einfachste Art zu einer 
allgemeinen Lösung zu gelangen, wird man hierbei diejenige Gruppe wählen, 
welche die kleinste Anzahl Coefficienten, die keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben, umfasst, weil man dann eine grössere Anzahl von den gegebenen Va- 
riabein beibehalten kann, als dies bei einer andern Wühl der Fall sein würde. 
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Ist einer der Coefficienten z. B. «1 = 1, so hat man die Grössen u, a?2, x^^ ... x^ 
selber als das einfachste , den Grössen Xi^ x^^ ... x^ äquivalente System 
Grössen, so dass man hier nur für eine Variable Xi eine andere einzufuhren 
hat, um die einfachste Lösung zu erhalten. 

Aus dem Vorhergehenden erhellt, was von Wichtigkeit fflr die dritte 
Lösung ist, dcus man die Aufgabe immer auf die Auflösung einer Gleichung 

ai^i + «2ir^H ha-a:^ = « 

zurückführen kann, in welcher die Coefficienten so beschaffen sind, dass es 
keine Zahl giebt, welche sie sämmtlich theilt, während je i» — 1 derselben einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben. 



§. 3. Die Aufgabe wird in einem besondern Falle gelöst. 

Ehe ich die verschiedenen Lösungen der allgemeinen Aufgabe mittheile, 
will ich mich zuerst mit dem leichtesten und einfachsten Falle zweier Variabein 
beschäftigen, nämlich mit der Gleichung aia?i+«2^2 = f-^, da die Lösung der- 
selben das Element bildet, aus dem die Lösung der allgemeinen Aufgabe zu- 
sammengesetzt werden kann. 

Da nach der Voraussetzung 

f und -^ 

ganze Zahlen sind, welche keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann 
man zwei positive oder negative ganze Zahlen ß und y bestimmen, welche 
der Gleichung 

^ f ' f ^ 

genflgen. Multiplicirt man diese Gleichung mit f.u so erhält man 

ay.yu—a^.ßu = f.u 
oder allgemeiner 

wo J5 eine beliebige ganze positive oder negative Zahl bedeutet. Man kann daher 

X2 = —ßu+-j-z 
setzen. Diese Gleichungen enthalten die verlangte Auflösung der vorgelegten 
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Gleichung. Denn, da die Ausdrücke rechts ganze Zahlen zu Coefficienten haben, 
deren Determinante 

^f ' f 

der Einheit gleich ist, so ist das System der Grössen u und s, von denen 
eine die durch die vorgelegte Gleichung bestimmte Grösse u ist, dem Systeme 
der Grössen Xx und X2 äquivalent. 

Durch Umkehrnng erhält man aus diesen beiden Gleichungen 

ßxi+yx2 = Ä, 
von denen die erste die vorgelegte Gleichung selber ist. 



§. 4. Erste AuflösuDg der GleichuDg a^x^-\- a^x^-\ h««^» = /"•«. 

Es sei /a der gemeinschaftliche Theiler von a^ und o,, so kann man 
zufolge der im Vorhergehenden gelösten Aufgabe für die Grössen x^ und x^ 
ein äquivalentes System anderer Grössen Zi und y^ von der Beschaffenheit ein- 
führen, dass 

a^Xx + a^x^ = f^yi' 

Es sei ferner f^ der gemeinschaftliche Theiler von /^ und «3, so kann man 
für die Grössen y^ und x^ ein äquivalentes System anderer Grössen ^2 und 
y^ von der Beschaffenheit einführen, dass 

Fährt man so fort, und nennt allgemein /^ den gemeinschaftlichen Theiler von 
fi^i und a^y so hat man das folgende System Gleichungen*): 

/2y2 + «3iP3 = Ay3, 

/3y3+«4^4 = Ay4, 



(1.) 



/L-2 y „-2 + «.-I iT^-l = fn-lün-l^ 

fn^iyn^i+ a^x^ = f^y^. 
Da fi der gemeinschaftliche Theiler von /;_i und «<, /;.i der gemeinschaftliche 



*) Eine spätere HinzufbguDg zum MaDUscripte machte hier eine KedactioDS- 
änderung erforaerlich. jf. 
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Tbeiler von /^^ und a^^i u. s. f., f^ der gemeinschafUiche Tbeiler von fi und 
»3, endlich /s der gemeinscbaflliche Tbeiler von a^ und o, ist, so wird /^ der 
gemeinscbafllicbe Tbeiler der Zablen a^^ 02^ . . . c^i. Es ist daher /„ der 
gemeinschaftliche Tbeiler aller Zablen a^^ a^^ ... a. , und daher ist f^ der 
TheUer f selbst Es kommt also y^ mit u überein. 

Da J5| und 92 ein den Grössen Xi und J^^ , und Z2 und y^ ein den Grössen 
Ifi und j?3 äquivalentes System ist, so sind Si, j(2, iS2, j(3 den Grössen a^i, Xz, 
^2 9 a?3 äquivalent, oder es ist j5i, iSz? Hi ein den Grössen a?i, otj, 0^3 äqui- 
valentes System. Ebenso ergiebt die Zusammenstellung aller Substitutionen, 
aus welchen die Gleichungen (1.) erhalten worden sind, dass 

«19 ^29 *29 Jfa? «39 ^49 • •• *il-29 ^ii-n ««-i? ^ 

ein den Grössen 

^19 ^9 ^2 9 ^39 ^3 9 ^49 • • • y»— 29 ^n— 19 y»— 19 ^1» 

äquivalentes System Grössen sind, woraus folgt, wenn man die beiden Systemen 
gemeinschaftlichen Grössen fortlässt, dass das System der Grössen 

«19 «2 9 «3 9 • • • «11—29 «n-M ^ 

dem System der gegebnen Grössen 

•''19 •'^9 «^3 9 • • • •''n— 2 9 •^n— 1 9 •''i» 

äquivalent ist. Da nun aus (1.) die Gleichung 

folgt, so haben wir für die Grössen oti , Xs , ... x^ eine äquivalentes System 
anderer Grössen eingeführt, von denen eine die durch die vorgelegte Gleichung 
bestimmte Grösse u ist, was die Aufgabe verlangt. 

Um die Substitutionen selbst zu erhalten, durch welche im Vorigen für 
die gegebenen Variabein nach und nach andere äquivalente eingeführt worden 
sind, suche man solche positive oder negative ganze Zahlen 

Ä9yi; /^29y2; . . . lin-l^Yn-l-i 

welche den Gleichungen genügen 

«1^1— «2/?i = /29 
; Ay2~«3Ä = /3 9 

Man wird alsdann, zufolge der von der Elementaraufgabe gegebenen Lösung, die 
Gleichungen 
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a?i = yiy2 — 



a 



a 



(3.) 



y2 = r^y3--r^2, 



ct. 



1 ^ 



^3 = -/?2y3 + 4-«2, 



haben, von' denen je zwei in derselben Horizonlalreihe befindliche die ent- 
sprechende von den Gleichungen (1.) ergeben. Ausserdem erhält man noch 
durch Auflösung von je zwei in derselben Horizontalreihe befindlichen Glei- 
chungen die folgenden: 

Ä, = /?! JJi + y , a?2 , 
Ä2 = ftiVi+y^x^^ 



(4.) 



2«-l = ßn^xtln-l + Yn-i^n' 



Umgekehrt wird man aus den Gleichungen (1.) und (4.) die Gleichungen 
(3.) erhalten. 

iMiltelst der Gleichungen (1.), (3.), (4.) kann man leicht durch Elimi- 
nation der 11 — 2 HQlfsgrössen 



• • • 



y«-i 



die beiden äquivalenten Systeme Grössen 

a?.£, X'i-i ... Xn und Zi^ ä^, ... *«— i? Vn 

unmittelbar durch einander ausdrücken. Man kann nämlich aus den Gleichungen 
(1.) durch successive Substitution, indem man die letzte Gleichung forllässt« 
die Hülfsgrössen 



»2, ^3, 



• • . 



y— 1 



durch o^i, 0729 . . . x^^i ausdrücken. Die Substitution dieser Ausdrücke in 
(4.) und in die letzte der Gleichungen (1.) giebt dann die verlangten Aus- 
drücke von ÄA, Ä2 9 • . • Ä«-i9 Vh durch a:,, 0:2, ... o:^. Auf ähnliche Art 
werden aus dem ersten System der Gleichungen (3.), indem man von der 
untersten Gleichung anfängt und die erste fortlässt, durch successive Sub- 
stitution die Ausdrücke der Hülfsgrössen 2^29 939 .. . y«-! durch y^y ä^,, 
^»-2? . . . iSa gefunden, deren Substitution in die übrigen Gleichungen (3.) die 
Ausdrücke von Xi^ x^^ ... x^ durch jsj, jS}? ••• ^it-i? 9» giebt. 
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Aus den Gleichungen 



erhält man nach und nach 

y% — "r" ^1 "T* "7"^ 9 
/l /l 

(5.) / ^' ~ T'^'^T'^'^T'^' 



ct. ■ ^* . ^< . Otfi I 

Snbstituirt man diese Ausdrücke in die Gleichungen 

«2 = Ay2+y2a?3, 



• • • 



Ä»-i = /3»-.iyn-i+y..-i^»9 



!f» — ~7 y»— i"T"7^^»^ 

so erhftlt man die folgenden Ausdrücke der neuen Variabein 
aus den gegebenen a?i, 0^29 ... a;.: 

(6-) . \ '• 

«—1 = ^^{ctiXi+a2X2-\ h«— i^^-O + y— 1^«9 

Die letzte von diesen Gleichungen ist die vorgelegte Gleichung selber. 
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Aus den Gleichungen 

In 



erhalt man nach und nach, wenn man mit F^ das Product 

bezeichnet, die folgenden Werthe der Hälfsgrössen y,, y, , ... y,_, durch 
die neuen Variabein ausgedräckt: 



y^, = rjr/y.- 



a»»»-i 



fn ' 



y •— 2 — ■* »—2 y » — -* «- 



n—2 Ä»2|»_l OTm— i2m~2 



r»-i 



(7.) ( .- _ 7^i»-l., yin-2 g«g»i-l r'n-a «M-lg|»-2 g,-2gm-3 
'^ 1 Jf »— 3 — ^ i»-3 Jr« J- »1—3 7: -* I»— 3 7 7 9 



'•— I .. 7 '»-2 ^n «»— i T^ <*i *i . *« *i 



^2 -- •*2 y»~-'2 7 '••"~^2-r ?^ 



Wenn man diese Werthe in die folgenden Gleichungen substituirt, welche in 
dem System der Gleichungen (3.) enthalten sind, 

/> , /*»— 2^-2 

«I = — /?iy»+ ^^» 
«1 = yijfi — p-, 

ao erhält man, wenn man u fflr y, setzt. 
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(8.) /^-' - /^-M ^.-2 « + ^«-2 /; + /•_, j+ /;_, . 



((,5, 



iCl i I tl — i I i. • • • i 1 — j: / I 



Die Gleichungen (6.) und (8.), welche zu einander reciprok sind, haben 
dieselbe charakteristische Form. In jedem dieser beiden Systeme Gleichungen 
enthalten nämlich die beiden letzten rechts alle Glieder, und jede vorhergehende 
Gleichung immer ein Glied weniger, so dass die erste Gleichung rechts vom 
Gleichheitszeichen nur zwei Glieder hat. Wenn man ferner in einer beliebigen 
Gleichung rechts das letzte Glied fortlässt, so giebt das lineare Aggregat der 
übrigen Variabein ^ wenn man dasselbe mit verschiedenen constanten Facloren 
multiplicirt , die linearen Aggregate derselben Variabein in den folgenden 
Gleichungen. 

Ich bemerke noch, dass, abgesehen von den zwischen den Grössen 
^ö ßi9 y»5 fi Statt findenden Relationen (2.), die Determinante sowohl der 
Gleichungen (6.) als der Gleichungen (8.) durch dasselbe Product 

A * A A 

dargestellt werden kann. Die einzelnen Factoren dieses Products werden zu- 
folge der Gleichungen (2.) der Einheit gleich, weshalb auch, wie es bei re- 
ciproken Gleichungen zwischen zwei äquivalenten Systemen Grössen nach dem 
oben angeführten Salze der Fall sein muss, die beiden Determinanten selbst 
der Einheit gleich werden. 

Dieselbe Rechenoperation, welche zur successiven Auffindung der Zahlen 
A? fzt '-' fn dient, fuhrt zugleich auch zur Bestimmung der Zahlen /?, und 
^i. Denn wenn man von dem Keltenbruch, in den man den Bruch 

fi 
zu entwickeln hat, um den grössten Theiler f^i von /^ und ai^i zu finden, 

den letzten Partialbruch fortlässt, und den übrig bleibenden Kettenbruch von 
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hinten berechnet, so gieht der Zähler und Nenner des so erhaltenen Bruches 
die Werlhe von /?. und y.^ welche die Gleichung 

fi 






erfällen. Es können also die Zahlen /j, und y^ immer so angenommen wer- 
den, dass, abgesehen vom Zeichen, 

Pi ^ 27 9 /< <. 7 — 

wird. Hieraus folgt, dass in den Gleichungen (6.), welche die statt der Grössen 
a?i, Xi^ ... x^ einzuführenden Grössen mittelst der Formel 

U \i U 

geben, die Coefficienlen von a?,, x.^ . . . a:,^i ihrem absoluten Werthe nach 
respective kleiner als die Zahlen 

werden. Dagegen können die Gleichungen (8.), welche direct angeben, welche 
Ausdrücke der neuen Grössen man für die Grössen x, , o:,, . . . a;„ zu sub- 
stituiren hat, sehr grosse Coefficienten erhalten, da z. B. u in dem Ausdrucke 
von a^j die Zahl i^""* oder das Product yiy2...y„^i zum Coefficienten hat. 
Es wird daher eine zweite Lösung wfinschenswerth sein, welche solche Aus- 
drücke von Xi, a?2, ... a?„ durch die für dieselben einzuführenden Grössen 
giebt, in denen die Coefficienten möglichst kleine Zahlen werden. 



§. 5. Zweite Lösung. 

Wenn es bloss darauf ankommt, für ein gegebenes u Zahlen o^i, x^^... x^ 
zu finden, welche die Gleichung 

Y^i + YX^-i hy-a:« = u 

erfüllen, so reichen hierzu die Gleichungen (1.) hin, welche die Stelle der 
gegebenen Gleichung vertreten. Schreibt man nämlich die Gleichungen (1.) 
in verkehrter Ordnung, indem man zugleich f und u für /*, und y„ setzt, so 
erhält man 
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= u 



(9.) 



/t /t 

Aus diesen Gleichungen kann man nach und nach die Zahlen 
a\ und y«-i, iP»_i und y„_29 ... 0:3 und ^29 ^ und j?i 

finden, und dieselben so bestimmen, dass wenn t^'2 und /\ stall «i gesetzt 
wird, vom Zeichen abgesehen immer 

wird. Die Grenze von x^ wärde von der Grösse von u abhängen, und am 
leichtesten aus der vorgelegten Gleichung selbst entnommen werden. 

Aligemeine Ausdrücke, welche, für a:,, x^^ ... x^ gesetzt, der vor- 
gelegten Gleichung genügen, und in denen zugleich die Coefficienten ver- 
haltnissmässig kleine Zahlen sind, wird man aus denselben Gleichungen (9.) 
ableiten, wenn man jede derselben nach der zu Anfang entwickelten Vorschrift 
auflöst, und immer die kleinsten Werthe nimmt, welche man für die Coef- 
ficienten der für die beiden Variabeln jedesmal zu substituirenden Ausdrücke 
erhalten kann. 

Aus der ersten Gleichung (9.) 

f»^\ I ^1» _ 

-7-y— i + -i^ar^ = tt 

erhält man nümlich, wenn man die Zahlen a! und V durch die Gleichung 

f^a'+^b' = 1 
bestimmt, die allgemeinen Ausdrücke 



/•- 



I -.r 



X. = 6'»+-Üy±« 



I ^n f 

jf,_, = o« j-U 



wo u' eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Nach Substitution dieses Ans- 
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drucks von y,.i wird die zweite Gleichung (9.) 

fn—i fn—l J 

Bestimmt man eier ganze Zaiilen a"^ V* und al^ b'l durch die Gleichungen 

7 — ö +7 — o = a, 

fn-l /n— 1 

7 — «1 + 7 — 6| = ~ — , 

SO erhalt man für x^^x und y«.2 die allgemeinen Ausdrücke 



in iL" ' f /»—^ ff 

iT^-i = 6 f#+6i u +7 — ti , 

/n— 1 



^"-1 ..f^ 



y,-, = a"«+ai'«'-^«", 

WO fi" ebenfalls eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Fährt man so fort, so 
erhalt man die Gleichungen 

x^ = b'u + -^u', 

x^, = Vu-^by + ^u'^ 

/ Vfti 1 V I I L'f'^ff I /«•— 3 ^ fff 

(10.) /^— j = * "+*i "+*2 ** +7;~r" * 



wo die Zahlen a?^ und 6i*^ aus den Zahlen a^"^^ und 6i^*^ durch die Formeln 






(11.) 



^''"*' a^K4- ^*""+' ACQ ~ a«-0 

gefunden werden. Man erhält ferner 

(12.) y^ = a^o„+^(o„'+,..+^o^«(i-i)_.^=^ 
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Die Zahlen b^^ können immer so bestimmt werden^ dass abgesehen 
vom Zeichen 

/— «+1 
wird. 

Man sieht, dass auch in den Gleichungen (10.) die Zahl der Glieder rechts 
nur in den beiden letzten Gleichungen vollständig ist und in den vorhergehen- 
den immer um eins abnimmt. Aber es wird dies nicht mehr bei den zu (10.) 
reciproken Gleichungen der Fall sein, deren jede im Allgemeinen sämmtliche 
Yariabeln o?. enthalt. Dass bei dieser Lösung auch die Zahlen ai"''\ welche 
die Coefficienten des für Xi gefundenen Ausdrucks bilden, niemals sehr gross 
werden, erhellt aus den Gleichungen 

in welchen k die Werihe 1, 2, ... n — 2 annehmen kann. Diese Gleichungen 
ergeben sich aus (10.) durch die Betrachtung, dass sich durch Substitution der 
für X, , a:.2, ... ar„ gefundenen Ausdrücke das Aggregat 

auf den einen Term f.u reduciren muss. 

Da sowohl das System der Grössen u, Si^ Z2^ - - - ^».1 ^Is das System 
der Grössen u, u, u\ . .. w^"""'^ dem System der Grössen Xi^ a^. ... x^ 
äquivalent ist, so müssen diese beiden Systeme Grössen auch einander äqui- 
valent sein. Denn zwei Systeme Grössen, welche einem dritten äquivalent 
sind, sind auch untereinander äquivalent. Man findet die Gleichungen, welche 
die Variabein «i, 5529 • • • ä«-i durch die Yariabeln «1, u\ u\ . . . w^"""'^ aus- 
drücken, und mittelst deren man die beiden im Vorigen gegebenen Lösungen 
auf einander zurückführen kann, auf folgende Art: 

Zufolge (2.) genügen die Zahlen /?„_^ und y,_i der Gleichung 



'n— ♦ 



«»— i+I 



rn-i-^T=^ß'>-i = 1^ 



und zufolge (11.) die Zahlen a^^ und b^^ der Gleichung 
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wo 



gesetzt wird. Es folgt hieraus, dass man immer 

(13.) ; 

setzen kann, wo AJ[*^ eine ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt 

a?.-,+i = b^^u+b^^u' + ''' + b^SiU^'''^ + 'fi=^u^'\ 
= - /?,_, {a(-'> » + ar'> «' + •••+ a[iz{] «^'-'^ } 

In dieser Gleichung ist zufolge (12.) der in —/?»-, multiplicirte Ausdruck 
= yi.:-i+i; ©s ist ferner zufolge (7*.) 

/«— »+1 

und es wird daher 

(14.) a,_^. = l^'^u + k^'^u'+'-'+lBiU^^-'^+u^K 

Durch diese allgemeine Formel können die beiden Lösungen aufeinander zurück- 
geführt werden, nachdem man für jedes t die Zahlen Xj^^ aus einer der Glei- 
chungen (13.) bestimmt hat. 

Beide im Vorigen gegebene Lösungen hängen von der willkürlichen 
Anordnung der Zahlen ai, a,, ... a^ ab, und führen je nach der verschie- 
denen Reihenfolge, die man zwischen diesen Zahlen annimmt, zu ;^erschiedenen 
Systemen von Grössen, welche man für die gegebenen a?i, otj, ... x^ einzu- 
führen hat. Eine mehr symmetrische Lösung ist die folgende. 

§. 6. Dritte Lösung. 

Es soll im Folgenden angenommen werden, dass die Coefficienten der 
vorgelegten Gleichung von einem gemeinsamen Theiler befreit sind, oder dass 
/=1. Man kann ferner voraussetzen, dass je n—i der Zahlen «i, «av-- «• 
einen gemeinsamen Theiler haben, weil wenn dies nicht der Fall ist, die Auf- 
gabe, wie man oben §.2 gesehen hat, immer auf eine einfachere zurückge- 
führt werden kann, in welcher diese Voraussetzung Statt findet. 
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« 

Es sei hi die g^össte Zahl, welche alle Zahlen a^, «2, ... a. ausser 
a, theilt, so werden je zwei von den Zahlen Ai , A2 ) • • • A« zueinander relative 
Primzahlen sein. Denn ein gemeinsamer Theiler von A^ und A« mflsste alle 
Zahlen a^^ a^^ ... a^ ausser a,. und auch alle Zahlen a,, a,, ... a. ausser 
eil, theilen ; da zu den letzteren Zahlen auch a^ gehört, so müsste derselbe alle 
Zahlen ol^^ a^^ . . . a^ theilen, die doch keinen gemeinschaftlichen Theiler haben 
sollen. Umgekehrt ist a^ durch alle Zahlen Ai, A2, ... A« ausser A, theilbar, 
und da keine zwei von diesen Zahlen einen gemeinsamen Theiler haben, so 
muss cf, auch durch das Product aller Zahlen Ai, A2, . . . A« ausser A^ theilbar 
sein. Wenn man daher 

Ef 

(15.) Ä1A2...A, = -ff, a^=i—-mi 

setzt, so wird mi eine ganze Zahl, und es kann diese ganze Zahl keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler mit A, haben, weil dieser wieder gegen die Voraus- 
setzung alle Zahlen «i, a,, ... a^ theilen mfisste. 

Da hi alle Zahlen «i , a, , . . . o. ausser a^ theilt, so folgt aus der vor- 
gelegten Gleichung, dass x. einer Gleichung von der Form 

(16.) a^Xi+hiWi = u 
genflgen muss. Bestimmt man daher zwei positive oder negative ganze Zahlen 
e, und di durch die Gleichung 

(17.) a<c,4-A,rf, i= 1, 
so wird, wie man weiss, der allgemeine Werth von Xi die Form 

(18.) Xi = CiU+hii>i 
erhalten, in welchem, abgesehen vom Zeichen, 

Ci<:^hi 
angenommen jverden kann, und r^ eine ganze Zahl bedeutet. 
Wenn man die vorgelegte Gleichung 

durch H dividirt, so erhält sie nach Substitution der Gleichungen (15.) die Form 

^^""•^ Ä, ^ A, ^ ^ Ä„ H 

Substituirt man in diese Gleichung fär o^i, a^, ... x^ ihre durch die Formel 
(18.) gegebenen Werthe 

Xi = CiU+hiViy 
und setzt 
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SO erhalt man 

(21.) mtf)i + m2f>2-\ f-«t.€, = gu. 

In dieser Gleichung (21.) ist g eine ganze Zahl. Multiplicirt man 
nimlich die Gleichung, durch welche g bestimmt ist, mit H, so erhfilt man 
vermöge (15.) 

Es ist aber die Grösse links eine ganze Zahl, welche durch jede der Zahlen 
Aj, A29 • • A, theilbar ist. Denn es theilt jede dieser Zahlen A, nach der 
Voraussetzung alle Zahlen «i , o^ , . . . o, mit Ausnahme von a^ und vermöge 
(17.) auch die Zahl 1— a.c^ und mithin die Zahl 

Es wird daher die letztere Zahl auch durch das Product H=hih2.>.h^ theilbar 
sein, da je zwei von den Zahlen Ai , A2 9 • • • h^ relative Primzahlen zu ein- 
ander sind; und da diese Zahl = gU ist, so wird gH eine ganze durch H 
theilbare Zahl, und mithin g eine ganze Zahl sein. 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen wird die vorgelegte Gleichung 

in welcher «i, a,, ... a^ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, aber je 

n— 1 von diesen Zahlen mit einem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind, 

auf die Gleichung 

mii>i+m2f>2A \-fn»f>m = g^ 

zurflckgeführt. Hat man nämlich ein den Grössen ri, 02^ ••• <>» Äquivalentes 
System von Grössen, von welchen eine die durch die Gleichung (21.) be- 
stimmte Grösse gu ist, gefunden und setzt die fär ri, 029 • • • t?» zu substi- 
tuirenden Ausdrücke in die Werthe von Xi^ or,, ... x^, welche durch die 
Gleichung (18.) 

gegeben sind, so hat man die fflr j^i, o:,, ... x^ zu substituirenden Ausdrücke, 
welche der vorgelegten Aufgabe Genfige leisten. 

Die Gleichung (21.) unterscheidet sich von der vorgelegten Gleichung 
in mehreren Punkten. Zunächst bemerkt man, dass an die Stelle von n die 
Grösse gn getreten ist, so dass in den für f^t, r2, . . . f» zu substituirenden 
Ausdrücken die CoefBcienten von u immer den Factor g haben müssen. Denn 
es hat g keinen Theiler mit sämmtlichen Zahlen n», , i»}, . . .m» gemein, weil 
diese Zahlen überhaupt keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, indem sonst^ 

3* 
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wie aus (15.) erhellt, auch sämmtliche Zahlen ai, «2? • • • ^» einen gemein- 
schaftlichen Theiler haben müssten, was gegen die Voraussetzung ist. Aber 
die Gleichung (21.) unterscheidet sich von der vorgelegten Gleichung wesent- 
lich dadurch, dass es unter den Zahlen uti, na^, . . . m« auch keine n— 1 giebt, 
welche einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Denn halten z. B. die i»~l 
Zahlen mi, m^, . . • "»»^i einen gemeinschaftlichen Theiler p, so würde aus 
den Gleichungen 

HU H 

folgen, dass sämmtliche Zahlen «i, «29 • • • ^n durch ph^ theilbar sind, was 
der Voraussetzung, dass A„ der grösste gemeinschaftliche Theiler von «i, «2 v^i.-i 
sein soll, zuwider ist. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass man unter den Zahlen i7»i, m2, ... m« 
immer n—i oder weniger wird angeben können, welche keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben. Es wird dies sogar auf mehrere, wenigstens auf n 
Arten geschehen können. Es kann daher nach der im Anfang gemachten Be- 
merkung die Gleichung (21.) unmittelbar auf eine andere zwischen nur v Va- 
riabein zurückgeführt werden, wo v <Zn^ und man kann in dieser Gleichung, 
wie es in der vorgelegten vorausgesetzt worden ist, wieder annehmen, dass 
zwar alle v Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, aber je 
v—i derselben mit einem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind. Denn gäbe 
es unter den v Variabein 1^— 1, deren Coefficienten keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, so würde man die Gleichung (21.) auf eine zwischen diesen 
v—i Variabein Statt findende Gleichung zurückführen können. 

Die Zurückfuhrung der vorgelegten Gleichung auf die Gleichung (21.) 
wird hiernach immer eine wirkliche Vereinfachung gewähren, indem die Glei- 
chung (21.) sich unmittelbar auf eine der vorgelegten ganz ähnliche Gleichung 
zwischen weniger Variabein reducirt. Diese letztere hat man dann wieder 
einer ähnlichen Reduction zu unterwerfen und so fortzufahren, bis man auf 
eine Gleichung kommt, in welcher einer der Coefficienten der Einheit gleich 
ist, in welchem Falle, wie man im §. 2 gesehen hat, die Lösung unmittelbar 
gegeben ist. 

Das Verfahren, durch welches die vorgelegte Gleichung auf die Glei- 
chung (21.) zurückgeführt worden ist, bezog sich auf alle Variabein Xi^X2^...x^ 
auf eine vollkommen gleichmässige Art. Aber in Betreff der weitern Reduction 
findet eine gewisse Willkür Statt, indem sich, wie man gesehen hat, aus den 
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Zahlen mx, tih^ • • • m» immer auf mehrere verschiedene Arten Gruppen solcher 
Zahlen auswählen lassen, welche keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; 
jeder solcher besondern Gruppe aber wird immer ein besonderer Verlauf der 
ferneren Rechnung entsprechen. Wenn es unter diesen Gruppen eine giebt, 
welche aus einer kleineren Anzahl von CoefGcienten als alle übrigen besieht, 
so wird man in der Regel vorzugsweise diese auswählen. 

Die Gleichung (21.) bietet auch noch dadurch eine wesentliche Reduction 
der vorgelegten Gleichung, dass in ihr die Coefficienten im Verhaltniss zu 
ihren ursprünglichen Werthen immer überaus verkleinert sind. Ist z. B. n = 5, 
so sind die kleinsten Werthe, welche die fünf ursprünglichen Coefficienten 
annehmen können, wenn nach der gemachten Voraussetzung keine vier ohne 
einen gemeinschaftlichen Factor sein sollen ^) , 

210^4, 330m2, 462m3, 770m4, llöönis. 
Man sieht hieraus, wie viel kleiner die Zahlen m^^ m^^ etc. oder die Coef- 
ficienten der reducirten Gleichung (21.) als die Coefficienten der vorgelegten 
Gleichung c^i, oto, etc. werden müssen. Es wird daher in der Regel eine der 
Zahlen mx, m^. etc. der Einheit gleich werden, in welchem Falle die Aufgabe 
gelöst ist. Wenn z. B. m^ = 1, so hat man nur nöthig, in der Gleichung 

a?« = c^u + Kv^ 
für Vn seinen Werth aus (21.) 

einzuführen, wodurch man 

erhält. Es bilden dann u^ üi, €?2<) • • • f^n-i das für Xi, o;,) ... x^ einzufüh- 
rende äquivalente System Grössen, durch welche Xi, o;,, ... x^ mittelst der 
vorstehenden Gleichung aus den Gleichungen (18.) ausgedrückt werden. 



§. 7. Vierte Lösung. 

Im 2'*" Bande der Opuscnla Analytica von Euler S. 91 (wieder abge- 
druckt im 2**"" Bande von Leonhardi Euleri Commentationes Arithmeticae col-- 
lectae, Petersburg 1849 S. 99) findet man in einer Abhandlung De relatione inter 



*) Da diese fllnf gemeinschaftlichen Factoren relative Primzahlen sein müssen, 
so sind ihre kleinsten Wertbe 2, 3, 5, 7 und 11, deren Product H durch je eine von 
ihnen getheilt, die nachfolgenden Factoren der tu giebt. Jf. 
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ternae plureeee quantitates instituenda eine Methode, um einen Ausdruck 

aA+bB + cC, 

in welchem A, B^ C gegebene Grössen sind, durch möglichst kleine ganxe 
positive oder negative Zahlen a, b, c der Null gleich zu machen, wenn A, B, C 
rational sind, oder wenn dies nicht der Fall ist, dieses ndherungs weise zu 
erreichen, oder auch, wenn zwischen den irrationalen Grössen A, B, C eine 
solche lineare Relation 

aA+bB + cC = 

in welcher a, b, c ganze Zahlen sind. Statt findet, diese zu entdecken. Die 
Methode ist der der successiven Division bei ganzen Zahlen analog, indem 
man die beiden grösseren von den gegebenen Grössen immer durch die Reste 
ersetzt, die sie durch die kleinste dividirt übrig lassen, so dass der kleinste 
Rest der nächste Divisor wird. 

Euler setzt die erwähnte Methode an mehreren Beispielen auseinander, 
wobei er zeigt, wie man für die zu suchenden ganzen Zahlen allgemeine' 
Formeln finden kann. Es soll hier genügen, die beiden ersten Beispiele zu 
wiederholen^ wobei nur, ohne den Gang der Eulerschen Rechnung zu ändern, 
auf der rechten Seite statt allgemeiner u gesetzt werden soll, damit man 
sogleich sieht, wie diese Methode auch auf das hier behandelte Problem An- 
wendung findet. 

Erste Aufgabe. Solche game poeitiee oder negative Zahlen a^ b, c 
zu finden, dass 

49a+596 + 75c = 0. 

Die jE^fi/erschen Rechnungen lösen die allgemeinere Aufgabe, für a, b, c 
solche Ausdrücke äquivalenter Grössen, von denen eine u ist, zu finden, dass 

49a +596 + 75c = u. 
Nach der allgemeinen Regel hat man zu setzen: 

a+ b+ c = d, 106 + 26c + 49rf = tf, 



(22.) 



b + 2c + 4d = e, 6c+ 9rf + t0e = w, 
c+ rf+ e = f, 3rf+ Ae+ 6f=^u, 
d+ e+2f = g, e + dg = u. 

Euler bricht die Rechnung früher ab. indem er, was für seine Aufgabe, in 
welcher u = 0, verstatlet ist, sogleich Se für e setzt, wodurch auch eine geringe 
Modification in den folgenden Zahlen herbeigeführt wird. 
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Aus dem zweiten System der vorstehenden Gleichungen folgt nach 
und nach 

e = fi— 3g, 

d = -ti+ 4flr^2/; 
c = - g+Sf, 
b = 5ti-17^ + 2/ 

und aus der ersten Gleichung des ersten Systems 

a = -6fi-|-22^-7/; 

und man sieht in der That, wenn man die vorstehenden, für a, b, c gefun- 
denen Ausdrücke substituirt, dass die Gleichung 

49(-6ti + 22flr-7/^) + 59(5ii-17^+2/^) + 75(-^+3/^} = u 

identisch erfüllt wird. Die JSfi/erschen Werthe von a, b, c werden aus den 
vorstehenden erhalten, wenn man fi = und f—2e und —e für /" und g setzt. 

Die vorstehende Lösung hat die Eigenschaft, dass sämmtliche Coef-- 
ficienten des in die grösste Zahl muUiplicirten Ausdrucks die absolut kleinsten 
Werthe erhalten, nämlich die Werthe 0, —1, 3. 

Wollte man dieselbe Aufgabe nach den früher angegebenen Methoden 
lösen, so würde man 

596+75c = y = tt~49a, 

6= t4y + 75Ä= t4tt-686a+75Ä, 
c = -lly-59Ä = -tlfi + 539ö-59» 

zu setzen haben, und man sieht, mit wie grossen Coefficienten in den Aus- 
drücken von b und c man den Vortheil erkaufen muss, die eine Grösse a 
unverändert zu lassen, oder für die eine Gleichung bloss a = a zu setzen. 
Man findet ferner aus dem ersten Systeme der Gleichungen (22.) 

/=e+rf+c = 5rf+3c+6 = 8c+66 + 5a, 

g = 2f+e+d = 3e+3rf+2c = t5rf+8c+36 = 23c+ 186+15a. 

Es werden demnach die beiden reciproken Systeme Gleichungen zwischen den 
beiden äquivalenten Systemen Grössen a, b, c und u, f, g 

a=-6u-7f+22g, u = 49a+596+75c, 
6= bu+2f-17g, f= 5a+ 66+ 8c, 
c= Sf-g, ^ = 15a + 186+23c. 

Aus dem zweiten System dieser Gleichungen ersieht man, dass die Aufgabe, 
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zu der Reihe Zahlen 49, 59, 75 zwei andere Reihen von 3 Zahlen zu finden« 
so dass die Determinante aller 9 Zahlen der Einheit gleich wird, durch die Zahlen 

49 59 75 
5 6 8 

15 18 23 

gelöst wird. 

Wegen der Neuheit dieser Methode, die, obgleich seit 1775 publicirt*), 
doch niemals angewendet worden zu sein scheint, will ich noch ein anderes 
von Euler gegebenes complicirteres Beispiel, jedoch wieder in seiner allge- 
meineren Form, hinzufOgen. 

Zweite Aufgabe. Die Grössen a, b^ c durch andere äquiealente, 
f>on denen eine u ist^ auszudrücken, so dass 

1000000a+14142146 + 1732051c = u 

u>ird. 

Die in b und c multiplicirten Zahlen, durch den Coefficienten von a 
dividirt, sind hier die Näherungswerthe von ^2 und |/3. 

Man erhält zufolge der Eulerschen Rechnung nach und nach 



a+ b+ c = d, 


4142146+732051 c+1000000rf = », 


b+ c+ 2d = e, 


317837 c+ 171572rf-l- 


414214 e = tt. 


d+ c+ 2e f, 


1 46265 c+ 


71070e+ 


171572/^-«, 


e+2c+ 2f = g, 


4125 c-t- 29432/- + 


71070<7 = «, 


*•) c + 7/'+17/, = A, 


557/-+ 


945^+ 


4125Ä = «, 


/'+ 9+ U = i, 


388^+ 


226 Ä + 


557 t =M, 


g+ h+ 2i = k, 


162^+ 


105i + 


226Ä-«, 


g+ •+ 2Ä-/, 


57g+ 


16*+ 


105/-«, 


3^4- *-i- 6/=»», 


9g+ 


9/+ 


16m Uf 


g+ 1+ i» = «. 




7m + 


9« = H, 


m+ n = p, 




2« + 


7p = u, 


n+ Sp = q, 




P + 


2q = u, 


p+ 2q = u. 









*) Hiermit ist geraeint, dass die im 2**" Bande der Opuscula Analytica 1785 
zum ersten Male gedruckte Arbeit bereits 1775 von Euler der Petersburger Akademie 
mitgetheilt worden war, wie aus der Notiz: (Op. anal. IL 1785, p. 91. Exhib. 177ö. 
Aug. 14) in den Opera collecta hervorgeht. U. 

**) In den Opusc. anal, ist die Rechnung von dieser Stelle an, wegen Vertauschung 
von 557 mit 575, unrichtig. In den Opera collecta ist die Rechnung richtig weiter- 
geführt. H. 
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Euler, welcher ti = hat, setzt die Rechnung nur bis zur Gleichung 

9g + 9l+i6m = 
fort, die er durch die Annahme 

^ = 1, /=— 1, iw = 

erfüllt, wofür er nach und nach findet: 

& = 3, • = -8, Ä=18, /^=~135, c = 946, e = -1621, 

rf = 2161, 6 = -6889, « = 8104. 
Mittelst der vorstehenden Gleichungen kann man durch successive ein-* 
fache Substitutionen leicht a, b, c durch l, q, u oder umgekehrt ly q, u durch 
Gy by c ausdrücken, wovon das eine hinreicht. Das Letztere wird dadurch 
eine Erleichterung gewähren, dass man den Ausdruck von u schon kennt, da 
er durch die vorgelegte Gleichung gegeben wird; dagegen wird man bei der 
Aufgabe, a, by c durch ly q, u auszudrücken, mit kleineren Zahlen zu thun haben. 
Man erhält nach und nach 
5 = « + 3j9 = 3m + 4« = 4gr+4/+7m = 25^ + 7*+46/; 
9-46/= 25^ + 7*= 32^7+ 7Ä+ 14« = 14/^+46^+ t05A 

= 105c+ 749/^+1831^ = 1831e + 3767c+441V 

= 4411rf+8178c+ 106536 = 106536+ 18831c + 25717d 

= 25717a + 363706 + 44548c,- 

/ = ^ + 1+ 2k = 3^+ 2Ä+5t = 5/+ 8^+37Ä = 37c+264/+ 637^ 

= 637e+1311c+1538/^=1538rf+2849c+37t3c 

= 37 1 36 + 6562c + 8964rf = 8964a + 1 26776 + 1 5526c. 

Hieraus ergeben sich durch Substitution zwischen den Grössen Oy by c und 

Uy ly q die folgenden Gleichungen 

u = 1000000a + 14142146+1732051c 

49/- g = 1175a+ 16616+ 2030c 

/= 8964a+ 126776+ 15526c, 

welche man durch die £ti/erschen Werthe 

11 = 0, g = 0, / = -l 

a = 8104, 6 = -6889, c=946 

prüfen kann. Durch Umkehrung dieser Gleichungen erhält man die Ausdrücke 

von üy by c durch Uy 9, l; doch ist diese Umkehrung, da sie die Bildung von 

18 Producten erfordert, beschwerlicher, als wenn man die Ausdrücke von 

Oy by c durch Uy qy l direct durch die successiven Substitutionen sucht. 

Durch die im Vorigen befolgte, von Euler gegebene Regel, immer durch 

den kleinsten der drei Coefficienten zu dividiren, wird in dem zweiten Beispiel, wie 
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man sieht, der Gang der Rechnung nnregelmässig, indem die zuerst eingeführten 
(irössen nicht auch immer zuerst wieder eliminirt werden, und nicht jeder der 
Ausdrucke, für welchen eine neue Grösse gesetzt wird, aus den zuletzt ein- 
geführten Grossen besteht. So kommt die Grösse c in fünf Gleichungen, die 
Grösse g gar in sieben Gleichungen vor, dagegen d, e, A, i, Ar nur in drei Glei- 
chungen, während bei einer regelmässigen Ordnung jede Grösse, die ersten 
und letzten ausgenommen, in vier Gleichungen vorkommen müssten wie f. Um 
einen regelmässigen Gang der Rechnung zu erhalten^ muss man immer durch 
den Coefficienten derjenigen Grösse dividiren^ welche in der Reihenfolge, wie 
sie zuerst eingeführt worden, vorangeht. Um aus drei positiven Coefficienten 
^9 Ä Tf Grössen, von denen die erste a kleiner als die dritte y ist, die nächst 
folgenden a\ ß\ y' zu erhalten, nimmt man 

«' = ß~ma, ß* z= y — na, y = a, 
wo m und n resp. die ganzen Zahlen bedeuten, welche zunächst kleiner als 



die Brüche 



ß 



und 



— sind. Man wird also , wenn a^ li^ m = 0, a' = /3 

erhalten. Die drei ersten Coefficienten oder die Coefficienten des gegebenen 
Ausdrucks kann man der Grösse nach ordnen, wie dies in den beiden ge- 
gebenen Beispielen geschehen ist. 

Wendet man diese Regel auf das zweite Beispiel an, so werden die 
successiven Reductionsformeln die folgenden für die allgemeine Auflösung der 
Gleichung 1000000a + t4142146+ 1732051c = u: 

4142146 + 732051c-hl000000rf=fi 
317837c+171572rf+ 414214ß = ii 
171572rf+ 96377^+ 317837/^ = « 

96377e+ 146265/^+ 171572^ = « 

49888/-+ 75195^ + 

25307^7+ 46489A + 

21182A+ 24581f+ 



a+ 


b + 


c = 


= d 


6 + 


c+ 


2d = 


= e 


c 


+ 


e = 


-f 


d 


+ 


r= 


■9 


e+ 


f+ 


9 = 


= h 


f+ 


9 + 


h = 


• 
= t 


9+ 


h + 


• 

t = 


= * 


h + 


i+ 


k = 


-•l 


»•+ 


k+ 


61 = 


-m 


*+ 


1+ 


4m = 


= n 


/+ 7i»+ll« = 


P 


m 


+ 


P = 


9 


n 


+ 


9 = 


r 


p+i7q+A4r = 


u. 



3399»+ 

726Ä+ 
62/+ 

61»M + 

44» + 
P+ 



4125*+ 

788/+ 
495i» + 

44« + 

P + 
17y+ 



96377Ä = « 

49888t = tf 

25307* = » 

21182/=« 

3399fn = u 

726» = « 

62/) = « 

6iq = u 

44r = u 
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Aus diesen Formeln erhält man, wenn man von den letzten ausgeht, durch 
successive Substitutionen die Ausdräcke von a, b^ c durch u, r, q, oder wenn 
man von den ersten Gleichungen ausgeht, die reciproken Ausdrücke von u, r, q 
durch a, 6, c. Ich will hier nur die ersteren suchen. Man erhält die Co- 
efficienteh von u in den Ausdrücken von a^ b^ c^ wenn man in den vorste- 
henden Formeln fi = t, r = 0, q==0 setzt; die Coerficienien von r, wenn man 
in denselben Formeln w = 0, r=l, q = setzt, die Coefficienten von q, wenn 
man «i = 0, r = 0, q = i setzt. Auf diese Weise erhält man nach und nach, 

wenn u=i^ r = 0, 5r==0, 

p = l, « = 0, m = -l, / = 8, * = ^4, « = ~45, A = 57, g = ^i6^ 
/^=-86, e=159, rf = 70, c=-245, b==264, a = 5i; 
wenn w = 0, r = 1, ^f = 0, 

;> = -44, f^ = l, m=44, /=-363, Ä=188, i=2034, Ä=-2585, ^=739, 
/•=3880, 6 = -7204, rf=~3141, c=11084, b=--12006^ a=-2219; 
wenn u = 0^ r = 0, q=i^ 

pz=^t7, « = -1, m=18, /=-132, Ä = 59, t=751, Ä = -942, ^=250, 
/^=1443, 6 = -2635, rf=-1193, c=4078, b = -4327, a=-944. 
Hiernach werden die gesuchten Formeln 

a= 51ii~ 2219r- 944g 
b = 264w~ 12006r~43279 
c = -245ti+lt 084r + 4078g. 

Um aus denselben die i?ii/erschen Werthe 

« = 8104, 6 = -6889, c = 946 ' 
abzuleiten, hat man 

w = 0, r=24, g = -65 
zu setzen. 

Um die einfachsten Formeln zu haben muss man nicht, wie im Vor- 
hergehenden, bei der Gleichung 

/i + 17g+44r = ti 

stehen bleiben, sondern muss noch die folgenden hinzufügen: 

qj^2r = 8 p + iOr+i7s =u 

r+ 8^t p+ 7s + 10t =tt 

s+ t = e p+ 3<+ 7r =fi 

t + 2v = fi) p+ e+ 3w=u, 

4» 
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Aus diesen Gleichungen folgt nach nnd nach 

< = tr— 2f>, s = Se — fD, r = 2ir— 5r, ^f = t3r-— 5ir. 
Die Substitution der Werthe von r und q in die obigen Ausdrücke von a^ bj e 
giebt die viel einfacheren 

a= 51w-1177f>+ 282ir 

b = 264« + 3779f>~2377ir 

c = ~ 245« - 2406ü + 1 778tt7. 
Man erhält hieraus, wenn man « = 0, f> = 0, t£7 = l setzt, die Werthe 

a = 282, 6 = - 2377, c = 1 778, 
welche kleiner als die von £J«/er gegebenen sind; diese letzteren gehen aus den 
vorstehenden Formeln hervor, wenn man 

ti = 0, f> = -10, ir = -13 
setzt. 

Ueber die im Vorstehenden durch ein Beispiel erläuterten Algorithmen 
lassen sich, wie man aus der folgenden Abhandlung ersehen wird, analoge 
Betrachtungen wie bei der Theorie der KettenbrQche anstellen. Ich will miieh 
dabei, wie in dem vorhergehenden Beispiele, auf Ausdrücke von drei Grössen 
beschränken, obgleich dieselben Betrachtungen ohne Schwierigkeit auf Aas— 
drücke von jeder Anzahl von Grössen ausgedehnt werden können. 
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Allgemeine Theorie der kettenbruchähnlichen 
Algorithmen^ in welchen jede Zahl aus drei 

vorhergehenden gebildet wird. 

(Aus den hinterlassenen Papieren von C 6r. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn £. Heine.) 



Beziehungen unter den Ausdrücken, welche an die Stelle der Zähler und Nenner 

von Näherungsbrüchen treten. 

§. 1. JbiS seien 
unbestimmte Zahlen, dagegen 
gegebene Grössen; ferner 

. »1 + /1O2 + Ullas = «4 1 



so kann man darch successive Substitutionen sowohl a.^3, a,^,? ^i+i durch 
a^ »1, a^ als auch umgekehrt a^ ai^ (h durch a^^.!, a,^2, a,^, ausdrücken. 
Bei diesen successiven Substitutionen, in denen man immer jede der allge- 
meinen Grössen a^ entweder durch die vorhergehenden oder durch die folgen- 
den ausdrückt, hat man niemals eine Division auszuführen, weil in der Glei- 
chung, welche zur Elimination einer Grösse angewandt wird, diese Grösse immer 
den Coefiicienten 1 hat. Setzt man daher 



und umgekehrt 



a, = P, a+P\ a,+P: a,, 
(3.) [oi^i = Pi^ia+P'i^iai + P'i'^ia2^ 

a<+2 = Pi^20+ P'i+2(*l-\- Pi^Ttti^ 
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SO werden in beiden Systemen Gleichungen die Coefficienten ganze rationale 
Functionen der Grössen 4 und m^^ und es werden daher, wenn l^ und i»* 
ganze Zahlen sind, auch die Coerficienten in (2.) und (3.) ganze Zahlen. 
Hieraus folgt nach dem im §. 1 der vorigen Abhandlung bewiesenen Satze, 
dass in beiden Systemen Gleichungen die Determinante = ± 1 sein muss, was 
natürlich auch allgemein Statt hat, wenn für l^ und m^ beliebige Zahlen ge- 
setzt werden. Denn keine ganze rationale Function mehrerer Grössen kann 
für unendlich viele Systeme von Werthen dieser Grössen einen bestimmten 
Werth annehmen, wenn sie sich nicht identisch auf diesen Werth reducirt. 
Fägt man zu (3.) die Gleichung 

hinzu, und substituirt die Werthe von a., 0^41, a.^o^ ö,+3 in die zwischen diesen 
vier Grössen Statt findende Gleichung 

so erhält man eine lineare Gleichung zwischen den Grössen a, »i, a^, die 
identisch sein muss, da a^ Oi^ ch ganz beliebige Grössen bedeuten. Es können 
daher die Coefficienten von a, ai^ ch auf beiden Seiten der Gleichung ein- 
ander gleich gesetzt werden, was darauf hinauskommt, dass man von den 
Grössen a, a^, Gi zwei =0 und die dritte =1 setzt. Man erhält hieraus 
die folgenden Gleichungen, welche zeigen, wie man jede der Grössen P,, P'i, P'/ 
aus drei vorhergehenden oder drei folgenden bilden kann: 

!^.+3 = fniPi^2 + liPi+i + Pi9 
n,3 = fn,p[^,+i,p:^,+p:. 

Setzt man ferner t+l in (2.) für t^ und substituirt für a^^3 seinen Werth 

80 erhält man fär jede der Grössen a, at^ ih einen doppelten Ausdruck durch 
(*i9 ^MM ^i+3 und daher drei Gleichungen zwischen Gi, o.-f-M a»+2 9 welche 
identisch sein müssen, da auch a^, a^^i, ai+2 beliebige Grössen sein können. 
Setzt man die beiden Ausdrücke von a einander gleich, so erhält man 

und daher 

(5.) p, = r<^i, 9,=p,+i + /,r,4.i, r. = 5(^^.1 + mir,+ i 
oder umgekehrt 



► .. 
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Diese Gleichungen zeigen, wie man aus den Grössen pi, q^, ri die 
nächst folgenden oder nächst vorhergehenden bilden kann. Man hat ferner 

aus (6.) 

(7) 9*+. =f.-.-'»./'.=/'.H»+A+i/'*+. 
und daher 

(8.) Pi+1 = Pi^i ~ f^iPi — /,+ip<+i . 

Vermittelst dieser Gleichung kann man jede Grösse p^ aus den drei 
vorhergehenden oder drei folgenden bilden; die Grössen q^ und r. werden 
dann aus den Grössen /?, mittelst der Gleichungen (7.) und der Gleichung 
ri=pi_i erhalten. Ganz dieselben Relationen erhält man zwischen den analogen, 
mit einem oder zwei oberen Accenten versehenen Grössen. 

§. 2. Man beweist leicht aus den allgemeinen Eigenschaften der De- 
terminanten, dass die Determinante der Gleichungen 

(9. ) ( «1 = /?>i + q'i a,+i + r'i a,-+2 , 

«2 = Pi ai + q'i' a.^i + r^' ai^2 

unverändert bleibt*), wenn man den Index • um eine Einheit vermehrt oder 
der Determinante der Gleichungen 

(10.) (ai = p.>ia,+i + 9i+ia<+2+r-+iai+39 
ai = pl+i »i-i-i + q'i\.i a<+2 + r'i'^i a.+j 

gleich wird. Um die Determinante vollkommen zu bestimmen**), will ich 
annehmen, dass immer das Product der Coefficienten, welche in derjenigen 
Diagonale sich befinden, die von oben links nach unten rechts sich erstreckt, 
das positive Zeichen haben soll. Eine Eigenschaft der Determinante besteht 
darin, dass sie (auch in Bezug auf das Zeichen) unverändert bleibt, wenn 
man die Coefficienten einer Vertikalreihe mit demselben Factor multiplicirt zu 
den Coefficienten einer anderen Vertikalreihe hinzufügt. Wenn man daher in 
(10.) die Coefficienten der dritten Vertikalreihe, respective mit /^ und m, multi- 
plicirt, zu den Coefficienten der ersten und zweiten Vertikalreihe addirt, so 



*) Der Beweis wird hier vollständig nach dem Manuskripte mitgetheilt. Jacobfs, 
des Schriftstellers und Lehrers Verdienst ist es^ dass ein heutiger Autor Beweise dieses 
und ähnlicher Sätze über Determinanten übergehen darf. H. 

'^) DasB ihr Quadrat die Einheit ist, weiss man bereits. H. 
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bleibt die Determinante unverändert. Diese Veränderung der Coefficienten 
wird auch erhalten, wenn man für a^^3 seinen Werth 

subslituirt. Die Relationen zwischen den Coefficienten, welche sich auf den 
Index i, und den Coefficienten, welche sich auf den Index t+1 beziehen, sind 
aber so bestimmt worden, dass durch die Substitution dieses Werthes von a,^3 
die Gleichungen (10.) sich in die Gleichungen 

Ö2 = ^rö.-fi+r-'a.^^o+jpi'a, 

verwandeln. Diese Gleichungen kommen mit (9.) überein, nur dass die Ver- 
tikalreihen alle eine Stelle nach links gerückt sind, und die erste die letzte 
geworden ist. Hierdurch bleibt das Zeichen der Determinante ungeändert oder 
geht in das entgegengesetzte über, je nachdem die Zahl der Gleichungen un- 
grade oder grade ist. Die Determinante, welche in der Theorie der Ketten- 
brüche, wenn t um eine Einheit wächst, immer das Zeichen ändert, wird also 
in den hier betrachteten Algorithmen unverändert bleiben. 

Dass auch die Determinante der Gleichungen (3.) unverändert bleibt, 
wenn man in den Coefficienten i um 1 vermehrt, kann man folgendermassen 
beweisen: Wenn man zu einer Horizontalreihe der Coefficienten die übrigen 
Horizontalreihen, mit verschiedenen Factoren multiplicirt, hinzufügt, so bleibt 
die Determinante auch in Bezug auf das Zeichen unverändert. Wenn man 
daher in den Gleichungen 

!a. = p.a + P\ai ^-P-ai^ 
»•-f? = J^.+2Ö + ^,'+2«l + J^i+2Ö2 

die zweite Horizontalreihe mit /^ und die dritte mit n?, multiplicirt zur ersten 
Horizontalreihe hinzufügt, oder was dasselbe ist, wenn man statt der ersten 
Gleichung diejenige setzt, welche den Werth von 

giebt, so bleibt die Determinante ungeändert. Es bleibt also die Determinante 
ungeändert, wenn man die erste Gleichung durch die Gleichung 

»•+3 = ^i-i-aö + ^.Vaöi + '^iVaöa 

ersetzt, oder was dasselbe ist, wenn man t-fl in (11.) für i setzt, und die 
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Gleichimgen alle um eine Stelle hernnterrtckt, und die leiste zor ersten macb^ 
Durch dieses Verräcken der Gleichungen bleibt aber die Determinante unge- 
ändert oder ändert das Zeichen, je nachdem die Anzahl der Gleichungen 
ungrade oder grade ist. Sie wird also in der Theorie der Kettenbräche, 
in welcher diese Anzahl 2 beträgt, so oft i um eine Einheit wächst das 
Zeichen ändern, und in der hier auseinandergesetzten Theorie unverändert 

« 

bleiben. Sfan sieht, wie diese Beweise Unit Hfllfe der allgemeinen Sätze von 
den Determinanten ohne die geringste Aenderung auch fär die allgemeineren 
Algorithmen gelten, in welchen jede Grösse, statt aus drei, aus n vorher- 
gehenden oder folgenden bestimmt wird. 

§. 3. Ich will jetzt die Coefficienten der Gleichungen (9.) und (11.) 
für die ersten Werthe von • angeben. 

Setzt man i = in (9.), so müssen sich die Ausdrücke rechts identisch 
auf a^ ai, o^ reduciren, wenn man a f Ar o^ set^t. Es wird demnach 

Po =1^ ?ü =0, ri, =0, 

Pü=0, ^0=1, r;=o, 

- •• pi' = o, g': = o, r;; = i. 

Mit Hfilfe der Gleichungen (6.) 

und der ähnlichen, welche für die mit eiiiem oder zweiAccenten versehenen 

Grössen Statt finden, folgt hieraus 

. , ■ • • '..■.. ■ 

Pl = — ^ qf, = —»Hl, Tt = 1, 

pi=l, 91=0, r;=o, 

p;'=0, q[' = U r;' = o, 

und hieraus zufolge derselben Gleichungen 

pä = — 'i, ffj = —«»1, »i = 1, 

p;'= 1, 5,;= p, r;'= o. 

An^ diesen Werthen leitet man nach und nach die Werthe von p^, p^^ pi^ 
mittelst der Gleichnqigen . , 

'•■*..,,. ' -Pi^^^ r-l^JiPui^t^m^^xp't^i+p'i^ 
Joonuü mr Mafth«BMdk Bd.LXDL Bflit 1. 5 
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ab, aüs welchen sich dann die übrigen Grössen mittelst der Gleichungen 

ff ft ' if if II ' 

ergeben. Man erhält hieraus 

U. S. W. 

§• 4. Man sieht aus den vorstehenden Beispielen, das9 dU Deter- 
minante der Gleichungen (9.) für t^O, 1, 2 den Werth 1 annimmt ^ welche» 
sie daher dem Obigen zufolge für jeden Werth von i unverändert behält. 

Setzt man 1=0 in (ll.)? ^^ mfissen sich die Ausdrücke rechts identisdi 
auf a, ai^ €h reduciren. Man erhdlt daher 

p, = o, p; = t, p;'=^o, 

woraus sich mittelst der Gleichungen (4.) 

Pi^j = fniPi^2+liPi^i-)rPi9 etc. 
die folgenden Werthe ergeben: 

U. S. W. 

Man ersieht aas den vorstehenden Werthen, das» die Determmante der 
Gletekmgen C3.) /^ ( = 0; 1, 2, Z^ de» Werth +1 erhäU, welchek' Wetih 
sie daher dem Obigen zufolge unverändert für jeden Werth von % bäiaUen 
mu8s. Man kann auf diese Weise aus den dem Inder entsprechenden Wer- 
then auch das Zeichen der Determinante bestimmen, welches die angestellte 
allgemeine Betrachtung 4er v^rbergehenden Abhandlnng unbestimmt lassen 
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musste, da sie nur den Satz ergrab, dass wenn die Coefficienten zweier re* 
ciproken Systeme Gleichungen ganze rationale Functionen derselben Grössen 
sind, welche ganze Zahlen zu Coefficienten haben, die Determinanten dieser 
Gleichungen den Werth ± 1 haben müssen. 

§. 5. Aus der Bildungsweise der hier betrachteten Grössen geht her- 
vor, dass es verstattet ist, in den Gleichungen (9.) und (11.) die Indices von 
a^ tf 1 , «2 um eine beliebige Zahl k zu erhöhen, wenn man in den Coefficienten 
dieser trleichungen den Index i um k erniedrigt, und hierauf in ihren Aus- 
drflcken durch die Grössen / und m die Indices der letzteren simmtiich um 
k erhöht. Wenn man daher durch das Einschliessen in eine Klammer mit 
unten beigefügtem k andeutet, dass in den aus den Grössen / und m zusammen- 
gesetzten Ausdrücken die Indices dieser Grössen sdmmtlich um dieselbe Zahl 
Ar erhöht werden sollen, so hat man aus (9.) und (11.) 

a» = (Pi_*)*ai + (9i-*)*»i+i + (^<^*)*»<+29 
<»*+i = (pLk)k »• + (qLk)k ÖH-1+ (''1-*)* «<+2, 

Of ^ (iP<-»)»a»+(PU)»iiH-i + (/^i^)*aiN-^- 
Substituirt man die vorstehenden Ausdrücke von a^^ a^+i ? ^k^7 ^^ ^^^ Gieichongen 

«2 = Pk O'k + qk (^k+i+^k ^k+2^ 
so glebt die Vergletchung mit (9.) selbst 

[Pk{Pi-^k)k+qk{p'i-^k)k+nipU)k = Pi, ' 

(0*0 \pk{Pi^k)k+qk (pU)*+n(fil*)* = Pi^ 

^pUPi-k)k + qk {pLk)k+rkXPi'^)k = Pi, 
und Ähnliche Formeln, welche aus diesen erhalten werden, wenn man rechts 
vom Gleichheitszeichen und unter der Klamtner g für p setzt. 

Ebenso erhfilt man ans dem obigen Ausdruck von a^, wenn man darin 
die Gleichung 

substituirt, und die Vergleichung mit (11.) selbst anstellt 

Pi =^ Pk(Fi^)k + Pk^l{P:^k)k+'Pk^2iP'Lk)k, 

(10») {f, ^ PUP^)k+n^i{P'^k)k+Pk^2{PLk)k, 

5» 



36 CO. J. -facobi, über AMtdeknung der Kett«tAruch-ÄlgorUkmeH. 

Setzt man k=:l^ 80 folgt hieraus 

Pi--UPi-i)t-*i*oip'i-t)i+(p'Lt)ij p'i'^iPi-iV, pI'-(pU)i, 

woraus auch 

. . Dieser GleicbvBgen kann man sich eben so gut^ wie der Gleichungen 
(4.) und (6.) zur algebraischen Bildung der Grössen p und P bedienen ^ und 
4ie Ueberi^instiaunung beider Bildungsweisen an den im Vorstehenden gege^ 
benen Wertben dieser Grössen prüfen. Wenn man k=^i^l in (9*.) und 
(,X0\} setzty erhalt man (3.) nnd (4.). 

Wenn die Werthe der Grössen / und m periodisch wiederkehren, so 
dass sie unverändert bleiben wenn man ihre Indices um eine Zahl k vermehrt, 
so wird in den Formeln (9*.) und (10*.) 

{Pi-^M )k — Pi^i, (pi-0* == P'i-k 1 {Pi^ )* = Pi!^k , 

(^t**)* = * i-*^ (^1-*)* = Pi^^'i {Pi^kjk = 'i-t- 
Setzt man in diesem Falle fAr i nach und nach Vielfache von k, so kann man 
mittelst (9^.) und (10*.) au» den Grössen p und F, in welchen der Index 
die Werthe k, k+i^ Ar +2 annimmt, die Werthe derjenigen Grössen p und 
P finden, deren Index ein Vielfaches von k iat. 

§. 6. Die Grössen / und m sind im Vorhergehenden gan^ .allgemeine 
Grössen ; ich will annehmen, dass sie ganze positive Zahlen sind, welche folgen- 
dermassen bestimmt werden: 

r 

Es seien ti^, r», tc^u drei gegebene positive Grössen, deren grösste t^o ist : 
.^uß ihnen bestimme man i^j und mn als die den Brüchen '-^. — ^ nächst klei- 
neren ganzen Zahlen*. Setzt man . . ..t.r. 

so bestimme man ähnlich /. und m. als die den Brüchen — ^,- «rJk«'Bfiohit 

• ' > \^ * ' 

kleineren ganzen Zahlen. Man setzl wieder 

• . ■ ■ ■ . ■ . ■ • ' . • . 

Allgemein bestimme man ami t<o\^o «'i^. die Grössen /^ und^in^ als die den 

Brüchen -^,^,-^ näbh^t klelnerei^ ganzen Zahlen, «ind mit Hülfe derselben 
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11.^1, f^j+i, fOi^i durch die Gleichuiigeii 

(12.) f>i'-liUi =s »i+i, »f— m<fi, = c<4.|, fi< = «?,+!. 

Wenn «<>€>,-, so wird 

4 = 0, f>^=fi.^4. 
Es folgt hieraus, dass tti, Vi, «?• positive Grössen von der Beschaffen- 
heit sind, dass^ 

es wird daher auch, da ti^i = w^, 

und mithin Wi immer die grösste der drei Grössen ii,^ f>i^ ir^. 

Die Grössen Ui und tr^ nehmen mit wachsendem i fortwährend ab. Aus 
(12.) folgt 

(13.) Uij^i =* »i«i— i»4ii,~/,+»fi,4.i; 
es wird daher 

also gewiss ««,+2<i««f-i' Di© Grössen ti^ können daher Null werden, oder der 
Null so nahe kommen, dass der Unterschied kleiner als jede gegebene noch so 
kleine Zahl wird. 

Die Grösse e^ wird aus den Grössen u^ mittelst der Gleichungen 

bestimmt. Diese Grösse ist immer kleiner als n^.i; wenn sie auch <Ct<o ^ 
kann der Fall eintreten, dass €',4.i>>r< Wird. Es ist danh aber immer f>i^2<i^i9 
da r,+2<C««<^i und fi.+i = t>,. Ferner wird in diesem Falle 

woraus • . = 



also gewiss Pi^i<Cjt^i folgt. Aus «<<;«<, ri+i>>f?< folgt auch r^i>tti+i, 
da 11^.1 = 1?^, wenn Vi<ZUi; dagegen wird aus r<<i#<, t>i+i<It>< wie^derum 
r.+i <i Ui^i folgen, so dass es möglich ist, dass die Grössen r^ immer kleiner 
als f$i bleiben, und daher die Zahlen (. sCmmtlich verschwinden. Ich bemerke 
noch, dass immer m^^li^ dass ferner nur dann /,=:0 werden kann, wenn 
m,.i > /i_i , niemals aber wenn ifij.i = lUi • 

Setzt man \ 

.(14.) 'i7 = iwa-i-<>ü<»i+«b»2» 
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so erhält man durch fortgesetzte Substitution der Gleichungen 

nach und nach 

u. s. w. 

und allgemein 

(15.) U = «,.ai+riö<^i + ip<ai^.2. 

Substituirt man in der Gleichung 

fOr a^ ai, Oj die Ausdrücke (9.), und setzt die Coefficienten von a^, 0,4.1, 0^.4.2 
auf beiden Seiten der so transformirten Gleichung respective einander gleich, 
oder für a^y 0,4.1, 0^4.2 die Ausdrficke (11.)) und setzt respective die Coef- 
ficienten von a^ di, 02 einander gleich, so erhält man die Gleichungen 

und die reciproken 

Alle in den letzteren Gleichungen vorkommenden Grössen sind positiv; 
man hat daher, da «?^ = tij_i, 

«1-1 ^ 1 tl<-l ^ 1 «4-1 ^ 1 



^^^•^ t^o ^ Pi^2 ' -^^ TUT' «^0 ^ PU. ' 

oder auch, wenn man i fOr i— 1 setzt, und die erste der Gleichungen (16.) 
anwendet, 



Pi +Pi'r"rPi 



■ST"^^* H, ^ P,^y ' 

(19.) ;p.^+ p: +P^T'<J-^ 

Pt-::r+P*-zr+ P* 



», ■'•«, ■ '• ^ p;;, 
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Da die Determinanten der Gleichungen (16.) und (17.) gleich +1 sind, 
so hat man die Gleichungen 

qiTi -qiTi- Pi, qt Ti—gtri = Fi , giTf-q^rt = F, , 

t^iP'i -f'iP'i - P^i , r't pt - Tip- = P;+i , Tipl - r'iPi = F^t , 

I '^ 'f ' n ff ff T^ f ' wyft 

Pi 9i "Pi 9i = ^«+2 ^ Pi 9i -^Pi 9i = 'i^^^ , Pi qi "Pi qi =* ^^4+2 , 

!* •+l'^i+2 ^+2^i+l ^/'O *i-{-i*i-\-2 «i+2^<+l = /^O * »+1 ^^»+2 — Pi^2l^i-^l ^^ Pi f 
P^i^2Pi — ^i^.'+2 =5^0 ^+2^i '-Pi'Pi+2 =</o ^<+2^ —PiP'i+l =^q!y 
PiPi-^l Pi-^-lPi =^»> Pi Pi-\-\ Pi+lPi =^0 PiPii-l — Pi-^lPi =^ fi ' 

Aus den Gleichungen (16.) und (17.) folgt femer 

[PiPi +PiPi +p;>r = 1, 
(22.) p.+,/^,+p:4.ip;.+/^Vi/ir = o, 

zu denen man noch die folgenden hinzufügen kann 

P^Pi^-Pi^p'i+FU^f = m,+„ 

die sich aus (22.) mittelst der Gleichung 

ergeben. 

Aus (17.) und (21.) folgt 



n II 



(24.) 



U^ Pi^2 "^ «a Pi+2 



wJf 



= ^<-f» g>«<-~ptp< 



E» werden daher die Brflcha 

zwei mit demeelben Nenner behaftete Nflherungswerthe *) für die Grössen 

U^ M^ ' 



*) Daa GNtaets/ nach wdehem die AnnShenmg erfolgt, ist in dem mir vorlie- 
genden Itanuscripte nicht weiter untersucht. B, 
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Entwickelung der reellen Wurzel einer cubischen Gleichung durch kettenbruch- 

ähnliche periodische Algorithmen. 

§. 7. Ich will im Folgenden für «u eine ganze Zahl, ond für r« und 
2£7„ Ausdrücke von der Form 

setzen*), in welchen, a^ ß, y ganze Zahlen sind, und x eine reelle Wurzel 
einer irreductibeln kubischen Gleichung bezeichnet, in welcher der Coefficient 
von x^ gleich 1 und die Coefficienten der drei flbrigen Glieder reelle ganze 
Zahlen sind. Ein Ausdruck dieser Art kann nicht verschwinden, <^hne dass 
a^ ß, y selbst Null sind; hieraus folgt unmittelbar, dass eine Grösse sich nnr 
auf eine einzige Weise durch die Form a+ßx+yx^ darstellen l&sst, also nicht 
auch gleich. a' + ß'x-\-yx'^ wird, wenn a'^ ß\ y' gleichfalls ganze Zahlen be- 
deuten, ohne dass «' = a, ß' = ß, / = y sind. Zugleich werde ich aber den 
Grössen n^, r.^ i^. eine modificirte Bedeutung geben. 

Es soll nämlich im Folgenden immer Ui eine ganze Zahl sein, während 
Vi und Wi Ausdrücke von derselben Form wie «o und Wu bedeuten. Solchen 
Ausdruck a+ßx+yx'^^ in welchem q^ ß^ y ganze Zahlen sind, werde ich hier 
der Kürze halber einen complexen Ausdruck/ und a, ß^ y die Coefficienten 
desselben nennen, und unter dem Theiler desselben die' grösste ganze Zahl 
verstehn, welche zugleich alle drei Zahlen a^ ßy y theilt. 

Es sollen femer, wie früher, /< und m, die den Brüchen 

Ui ' Ui 

nächst kleineren ganzen Zahlen bedeuten, so dass, wenn u^, f>iy tr^ positive 

* 

Zahlen sind, auch die Grössen 

positive Grössen werden. Diese letzteren Grössen Selbst sollen aber nicht 
mehr, wie im Vorhergehenden, mit n^^i, 9,^f.i, tr^+i bezeichnet werden, sondern 
ihre Producte durch den einfachsten complexen Factor ^ welcher «^--/.tff zu 

**) An dieser Stelle betrachtet Jacobi allerdings nur solche Ausdrücke, von d6r 
vorstehenden Form, in welchen x die reelle dritte Wurzel einer ganzen Zahl n ist. 
Dem Manuscripte bat er aber, nachträglich wie es scheint, mehrere lose Blätter hin- 
zugefügt, auf aenen x die allgemeinere Bedeutung erhält, die ich ihm hier gleich von 
vorn herein gebe. Ich erlaubte mir .die^p. Aenderung^ da sie nur ganz geringe Mo* 
dification^ erforderte. .. . Jf. .. 
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einer gtmzen Zahl macht, dwidirt durch die grösste ganae Zahly welche aUe 
diese Producte theilt. Nennt man r- und w'i, e- und ir-' die Grössen, welche 
aus e^ und ir, entstehen, wenn man für x die beiden andern Wurzeln x' und 
x" der kubischen Gleichung setzt, so wird dieser Factor, den ich mit /• be- 
zeichnen werde, 

A = ^; ' 

wenn g^ die grösste ganze Zahl ist, welche die drei Coefficienten des com- 
plexen Ausdrucks 

Iheilt. Bezeiclinet man hierauf mit ki die gf Össte ganze Zahl, welche die drei 
Ausdrücke 

theilt, so wird 

Hieraus folgt, dass wenn man mit F^ das Product 

Ll L /Li = F. 

k^ k^ ki^i 

bezeichnet, die früher mit tf,^ r.^ Wi bezeichneten Grössen jetzt durch 

ersetzt werden müssen. Es bleiben daher die Verhältnisse von ii,^ f>,^ tOi, 
und daher die Quotienten /< und m^ und daher auch alle Grössen 

^iy Pi9 Pi9 Pl> Pi'i Pi9 ^i 

unverändert. 

Es foligt hierMs, dass man in allrä im Vorhergebrnden aufgestauten 
Formeln keine weitere Veränderung zu treffen braucht, als dass man überall 

-F"? TT^ -rT- für «i, r<, Wi setzt. So erhält man, wenn man 

Fi Fi Ti 

setzt, die Gleichung 

Man wird aua (16.). and (170 djie Gl#U)buiig0^ . 

JovBal fftr Mathematik Bd. LXDL Heft 1. 6 
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I 0^ 

(35.) ijr = ?<«ü+?>ü+y>o, 



«?• 



jr = nttü + r^t^ü + n «'ü, 
(26.) {F,v, = P: fi,+P:^.ir,+P:+2»o 



erhalten. 



§. 8. Die Factoren fi sind ihrer Natur nach immer positive Grössen; 
es werden daher auch Fi und Ui, r.^ u>i immer positive Grössen sein, wenn 
man fflr ti^, r^^ w^ solche angenommen hat; es wird ferner, wie frflher, tr, 
die grösste von den drei Grössen Ui, r^^ tOi sein, wenn man, wie früher, fOr 
flTo die grösste der Grössen u^^^ ru, tr» nimmt. 

Aus den vorstehenden Gleichungen ergiebt sich 



nnd daher 




^ ^»+2 9 




FiU>, 


1 


woraus folgt, dass die complexe Grösse 






kleiner ak die Grössen 


Fi 




«*o ^ IT. 

p.4-2 ' p,V2 ' p;; 


2 





trifd. Es wird daher die complexe Grösse mit wachsendem i kleiner als jede 
gegebene noch so kleine Grösse. 

Wenn man durch successive Ausführung der Multiplication das Prodact 



/o f. 



• • • 



i = F, 



bildet, so müssen sich, wenn ti^= 1 *), die Nenner nach jeder Multiplication 



0% ^S% 

*) D.h. wenn die Grössen -^ nnd -^ , welche entwickelt werden, complexe 
Zahlen sind, nicht solche Zahlen nodk tftejdin durch «ine ganze Zahl. H. ^^ 
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fortheben. Denn man sieht ans der ersten Gleichung (26.)9 dass F^ eine com- 
plexe Zahl ist, oder ein Ansdrnck, in dem die Potenzen der Wurzelgrösse 
mit ganzen Zahlen multiplicirt sind, und auch die hinzukommende Constante 
eine ganze Zahl ist. Da 

und fi durch keine ganze Zahl theilbar ist, so folgt, dass k^ immer ein Theiler 
Ton Ui ist. Wenn daher fi„ = l, so ist auch *i) = l. Wenn Ui) von 1 ver- 
schieden ist, so folgt aus derselben Gleichung (26.), dass der complexe Aus- 
druck f* niemals einen andern Nenner als tii, erhalten kann. 
Aus der Gleichung 

A(«<-4«^) = ^«'^+i oder -7- = ^^**' 
folgt 



i+i 



1 _ (€^— fottt)C<>i — ^t^i)— C<^^~t— <<^itft^i) 

V^"^ P^ 11,11,...«, ' 

durch welche Gleichung man den inversen Werth von F^ nach und nach 
bequem als complexen Ausdruck darstellt. 

$. 9. Setzen wir den FcM, dass gleichzeitig 

SO wird die Norm txm F^, d. h. das Product aller Ansdrßekey welche aus Fi 
erhalten werden^ wenn man darin der Wurzelgrösse x ihre verschiedenen 
Werthe gieht, der Einheit gleich. 

Es folgt Mmlich in diesem Falle *) aus (25.) 



(28.) ..{0 = q^uo +(ßi-j;)^^+ 






oder aus (ÜG.) 



= (P,-F,)ii,+ Pi^ii^i + Pi^2^, ■ 
(29.) (0= P;«, +(Pi+i-Fi)f>,+ Fi^.Wi, 

0« , p;ii, + P'Ui^i +{P'U2-Fi)wi. 

Durch Elimination von «o, r,,, Wo aus (28.) oder von n, i>o Wi aus (29:} 
findet man zwei cubische Gleichungen, deren Wurzeln die dref vorachiedenen 



♦) Nach §.3 ist nämlich r» = p*_i etc. ^. . A 

6» 
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Werthe sind, welche resp. -^r und Fi annehmen, wenn man darin fär x snc- 
coBsive x' und x" setzt. Das von -=r und F^ freie Glied in der Determinaito 

der Gleichungen (28.) und (29.) ist die Norm resp. der Grösse -=r und F^. 

Dieses Glied der Determinante ist wiederum eine Determinante, welche nach 
dem Obigen (§.4) den Werth +1 hat. 

§. 10. Man sieht, dass im Vorhergehenden die Norm eines complexen 
Ausdrucks auf eine eigenthümliche Weise eingeführt wird, nämlich als das 
constante Glied der algebraischen Gleichung, deren Wurzel der complexe 
Ausdruck ist. Ich will diese Gleichung für ein beliebiges F^ aufsuchen, ohne 
die obige Voraussetzung zu machen, dass ti^ ==tio, r^ = ro, tr, = fr(,. 

Da man nach der Voraussetzung jede complexe Zahl als eine lineare 
homogene Function von ti,), r,,, itu, deren Coefficienten rationale Zahlen sind, 
darstellen kann, so sei 

Ui = «flu, 

f^i = ßu,,+ ß\+ ß"w,. 
Man erhalt hiernacii 

^ = (?*-T->'+(9'*-^)*^'+G' -4)«'"' 

Bezeichnet man die Determinante dieser Gleichungen durch J y so wird F^ 
eine Wurzel der cubischen Gleichung ^ = 0. Der Coeffident von — 3- in ^ 

Fi 

ist —«(/?'/'—/?"/) und das ganz constante Glied +1, also, toenn man N^ 
die Norm ton F4 nennt, 

(30.) jv, = «w-ß'yy^ 

oder es ist die Norm von F^ die Determinante der GleidmUgen, welche u^ , f>, , tn^ 
durch tto, «II, Wu cmsdntckeu. 
SeUt man 

also Ni=^ad, so wird 



\ * ' 
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i'Ui ,y'% — ß"tDi 
*" = "^r+ 5 ' 

«'" - "S5 3: — 

Hieraus folgt 

Durch Elimination von n^, e^, Wi aus diesen Gleichungen erhält man ebenfalls 
eine Gleichung fflr F^, welche die froher gefundenen enthalten muss. 

§. 11. Wir beschranken uns f>on hier an auf den Fall, wo ««,}= 1 
ist, woraus folgte dass a eine ganze Zahl und zwar gleich Ui wird. Die Glei- 
chung (30.) verwandelt sich durch diese Annahme in 

^. (30*.) JV, = «,(/?'/'--/?"/).. . 

Ferner soUeä die ß und y von hier an ganze Zahlen bedeoteu^ was dadurch 
von selbst geschieht, dass man annimmt, die complexen Zahlen 4^j «nd tfu^ ^oo 
denen man ausging, und welche die Form 

haben, seien so beschaffen, das ^i/u^ — A^/Ui^ +1. Alsdann Ifisst sich nämlich 
X und x\ durch die Form a-lr 6«ü+ Wo^ oder , da .fio = 1 i» durch die Form 
auii + bvo+cwii darstellen, wo a, b^ c ganze Zahlen sind; folglich nimmt jede 
complexe Zahl, also auch Vi und Wi diese Form an. 

Aas (30*.) folgt nun, dass immer wenn N^ gleich 1 wird, auch 

' ■■ «/=i, ß'r"-ß"r' = i ' 

ist,' lind dass auch unigeketirt, wenn diese Gteiöhuilgeh erfftüt sind, die Norm 
^n' Fi der Einheil gleich wird. Abet damit die' Norm f>ok Fi der Einheit 
gleich werde, ist die eine Bedingung ii^ = 1 ausreichend, indem sie die andere 

lf'/'—(f'Y—\ mt rieh bringt. Damit nflmlich -^ eine gamie eomplexe Zahl 

Pi+Pit>0+pl'*D„ ... 
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ist, muss auch die Norm von -^ oder 

ri 



eine ganze Zahl, und daher u^ durch ßY'-'ß'y theilbar sein. Wenn daher 
«,=1, so muss ß'y"—ß"y als Theiler von 1 der Einheit gleich sein. Es 
kann ß'/'—ßY nicht —1 sein, welches ebenfalls ein Theiler von 1 ist, weil 
fi immer einen positiven Werth hat, wie aus seiner Definition hervorgeht, woraus 
folgt, dass auch F^, und daher seine Norm k, (/?'/'— /?"/) immer positiv ist. 
Es muss daher, da u^ positiv ist, auch ß'y" — ß'Y immer positw sein. 

Man kann auch zeigen, dass tf, seihst durch (f^-^ß^Y theilbar ist. 
Denn da *) 

Ui UiFiFi F Fi 



Fi Ni ß'f'-iyy 

eine ganze complexe Zahl ist, (§. 7) so kann Fi Fl' durch ß'/'—ß"/ getheilt 
werden. Also iist auch, wenn man fQr die Wurzel einen ihrer beiden anderen 
Werthe setzt, FiF"/ und F,/^ durch ß'y'-ß'Y theilbar, also das Product 

F^FIF!' = UiFi{ß'f^ßy) 

durch {ß'f-ßy.f, und mithin UiFi durch ß^f-ß^Y- Es wird also «, muU 
tipliclrt mit dem Theiler von Fi durch ß'y"—/i'Y tbeilhar sein. Es kann aber 
Fi keinen Theiler haben. Denn sonst Wflrden alle drei AusdrAcke 

Wi = F,(r, + r>o+r;'«?o) 
denselben Theiler besitzen, wfthrend doch ti,^ r^, «?, keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben sollen. Da also Fi ohne Theiler, und «.F^ durch ßY'-^ß'Y 
theilbar isl, muss ti, durch ß'y^'—ffY theilbar sein, w. i. b. w. 

Anmerkung. Dass die Norm von F< der Einheit gleich ist, wenn 

Ui 

M, = l, erhellt auch unmittelbar aus dem allgemeinen Satz, dass Fi und -p- 

oder -TT nicht ganze complexe Zahlen sein können^ wenn nicht die Norm von 
Fi entweder -4-1 oder ^1 ist. Denn es werden dann die Normen von F« 



I « >■ 



*) Fi und F^i aind die Wertbe, welche Fi annimmt, wenn man idarin fUr x euc- 
cessive die beiden andern Wureeln der cubiscben Gleichung x? und a/' setzt. Es ist 
jetzt Ui wieder allgemein, und nicht grade l*. 
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oder y ganze Zahlen, welche inverse Werthe haben, welche Eigenschaft nur 
den ganzen Zahlen +1 oder —1 zukommt. 

§.12. Es soll jetzt gezeigt werden, dass durch /?/'— /^V «*^ f^^ose 
Ui sondern auch ß'^y—ßy'* und ßy—ß'y theilbar sind. 
Man setze 

SO hat 0j keinen Theiler, weil p^, p\^ p/ keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben können, da sie eine Horizontalreihe der neun Grössen bilden, deren 

• 

Determinante = 1 gefanden war. Aus den Gleichungen 



Fi 






Fi 
folgt, dass die beiden Ausdrücke 

(/3+/3'«»„+/3"»ü)** und (y+/»„+/'iPo)*< 
und mithin ancb die beiden Ausdrücke 

{-(ßr'-{i'r)+W-ß"r>»}*i 

dnrch Ui und also durch ß'/'—ß"/ theilbar sind. Es sind also auch die 
beiden Ausdrücke 

. iß"r-ßr")^i nni (ßy-ß'j.)4>, ^ 

und mithin, da 4»f keinen Theiler hat, auch ß'^—ßy" and ßy'—ß'y selber 
durch ß'f-ß'Y theilbar. 

Es folgt hieraus, dass man immer 

ß = aß'+bß", 

wid iahet (§. 10) 

»« = /?'(eü+a)+/?"(«Pü+6), 
»* = /(»b+«)+y"(Wü+6) 

•etoen kaum^ wo a tmd h gaiae Zahlen timd. 

Da ein Theiler von e< alle drei . Zahlen ß, ß^, ßf' theilt, so theilt er 
auch ß>y"—ß>'Y ond mithin auch «,, weil dieses ($-11) ein Vielfaches von 
?f-ß^'Y »t. Ebenso wird Jeder TbeilfBr von .w« die Zahlen y, y\ f, 
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ß'y'—ß'y und Ui theilen. Hieraue folgte dose r^ und w^ keinen gemeimchaft- 
liehen Theiler haben können^ weil denselben auch tf« haben mflsste, und keine 
Zahl zugleich Ui, r^^ Wi theilt. 

Es sei A^ der gemeinschafUicbe Theiler der Zahlen ßi and ß'-^ der 
also auch Theiler von 

ist. Setzt man 

wo ^i keinen Theiler hat, so wird 

. « 

und mithin, da Fi keinen Theiler hat, A, Theiler von ii.^^i. Es theilt daher 
hi sowohl Ui als tf^^i, oder es ist Ui sowohl durch hi als durch A,^ theilbar. 
Setzt man 

ßY-ß"/ = a 

und wie oben 

so wird Ui = Fi4^iy und, da die Norm von F< oder 

Aus der Gleichung 

folgt, dass gi Theiler eon h^hiUi^x ist. Bemerkt man die Gleichung 
so wird 



.' ä»'i 



fu^f;:,, = c,,.*,^, = ^f:f,' = a*,.-^(r,-u) =-^|^*.^., 

also 
oder 

£« M< a/lffo ^j das Product der drei gönnen Zahlen C^y -£-, ^^ eder 
man will, das Ptodnct der tier ganzen Zahlen 

f^tCj Uj^i Uj Uj^i 
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Die erste Ton diesen vier Grössen ist nfimllch eine ganze Zahl, weil ^""^ 

in Wi aufgeht, nnd jeder Theiler von Wf, wie in diesem Paragraphen bewiesen 

wurde, auch C^ thettt. Femer ist -^ eine ganse Zahl, weil, wie man oben 

^7 sah, kifti:^t'=^fi^ vnd /^ durch keine ganze Zahl dieilbar ist, also ki in 
Mi aufgehen mnss. 

Da Qi ein Theiler von A^^tl.^^l ist, so folgt hieraus, dass — -^ Theiler 

Hi ki 

ron kiCi^i iit Aus der Gleichung 

ergiebt sich, ifass Qi Theiler ean C<ii;+i oder ^ Theiler pam ii<^ igt. Es 

Ci C ki 

folgt aus dem Vorstehende femer, dass ^ Theiler eon k^*- ^ ' i$t. 
Ans i»< = Fi*j ergiebt sich 

«? = «.F,*, = f;f/'*;*;' = a*.*;*;', 

und daher 

Es folgen hieraus die Normen von JF^^ f^^ ^^ resp. gleich 

Man erdeht ferner aus diesen Formeln, dass die Producte 
resp. die Zahlen 

au ihren grössten Theilem haben. 
Setzt man 

80 hat man die Gleichungen 

Es folgt hieraus, dass die beiden Aosdrtdte 

( Ai-/3"tp0 ** = C,( f>„ +a) *, , . 

JvormI mr MrttuBMiHk Bd. LXIX. BiA I. 7 
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durch tfi theilbar sind. Es werden daher die beiden compiexen Ans^Ptcke . 

imA die Zahl ^ tbeithar^ und ^ theilt die Nomen *) von Cu+a mid nvHt; 
HierauB ergiebt siob die folgende merkwfirdige Eigenschaft der fifMiea 

^if ^iy ^i' Es sei . . i^T . 

«o «tfid die Zahlen 

Piri —PiTi 

so beschaffnen y dass in Beaug auf dieselben als Moduln die cubischen ^lei^ 
chungenj deren Wurzeln f^i und tr^ sindj gelM werden können^ und ie$ loerde« 
resp. —ai und — 6< die Werthe der Wurzeln dieser Congruenzen. Ist an»- 
besondere 

so sind die ZcMen , „ * „ i solche , eon denen n cubischer Rest ist, umd 
es werden 

durch , ;, ^ >, , theilbar. 

PiTi—Pi Ti 

Zur VeryoUstandignng des vorstehenden Satzes fflr den Fall, wo e^ = x, 
fl9o = a;% mnss noch bemerkt werden, dtus auch a^+b durch ^ aufgeht. Dn 

• "i 

■ p .p ■ 

*) Wenn ich von den Ausdrücken zu den Nonnen ttbergefae; so finde ich, das« 

U' 

das C< fache der Normen durch -^ theilbar ist, kann also das obige Resultat nur 

Mi 

unter der Voraussetzung nachweisen, dass Q zu y^ relative Primzahl Ist« Etaben dS^ 

beiden Grössen den grössten Tbeiler S gemein, so kann ich demnach nur schliesaen, 

II' 
dass die Normen durch -jr— theilbar sind, wodurch die Resultate bis zum SchloM 

dieses Paragraphen sich etwas roodificiren würden. Dfeser Theil des ManuscHptiii, 
der aus einer Reihe von Einscbiebnngen besteht^ befindet sich in einem weniger druck- 
fertigen Zustande als der frühere, und giebt nicht hinreichende Andeutungen für den 
Beweis. 

Den folgenden Satz erhält man, da die Norm vo)i a^-i't g'^^^^ : /- -. * -^ 

o» + a*(i), +i)'.+e'.')+.o(r,t»'.+ t>>'.' + »>,) + *.« 

ist, und die Coefficienten' der Potenzen von a zugleich die Coefficienten der Oleichung 
fllr — f> sind. H. 






• ■ V ■ 
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nämlich in diesem Falle die Aasdrficke 

mg, 

dureh -p- aufgehen^ so ist dies auch der Fall mit 

woraus der %n beweisende Salz folgt. Man wird im Allgemeinen zeigen 
können, dass die zwischen den Grössen v^ und ido Statt findende Gleichung 

»weiten Grades eine Congruenz in Beaug auf den Modul -^ wird, wenn man 

f?ü und Wii resp. durch —a und —6 ersetzt. 

$. 13. Ich will jetzt einige allgemeine Betrachtungen Aber den Fall 
anstellen, wenn eine aus den Wurzeln einer cubiscben Gleichung gebildete 

Zahl selber keinen Theiler hat, aber das Product zweier ihrer Werthe durch 

'*■'• ■ ■.- ■-' ".''■.. 

eine Zahl theilbar ist. 

■■■ ■■ .. ' • ■ ■ ■■'•,■• 

Es seien s^ s', «"die Werthe der coroplexen Zahl, welche respective 
aus der ersten, zweiten, dritten Wurzel der Gleichung, oder den Grössen 
X, x', X*' gebildet werden. Man kann dann mittelst der gegebenen Gleichung 
das Product s's' durch die erste Wurzel ausdrücken, und es wird dieser Aus- 
druck wieder eine complexe Zahl, von der ich annehme, dass sie einen Theiler 
t habe. Denselben Theiler werden die Producte s"s und s$' besitzen, wenn 
man dieselben respective durch die zweite und dritte Wurzel ausdrückt. Es 
wird daher das Product 

als eine ganze rationale Function der drei Wurzeln dargestellt werden können, 
deren Coefficienten ganze, durch t theilbare Zahlen sind. 

. . -Es sei ■ 

9=.a+ßx+yx\ s's^' = a'+ß'x+yx\ 

wo die Buchstaben nicht ihre frühere Bedeutung haben. Zufolge der ge^ 
machten Voraussetzung sollen a, ß, y keinen gemeinschafllicheh Theiler haben, 
aber a\ ß^, / dnrbh f aufgehen. Sabstituirt man die Ausdrücke von V und 
s'\ so erhält man 

wo 

wenn a die durch die Gleichung gegebene Summe der drei Wm%eln x, oi^ ai' 
bezeichnet. Hieraus folgt, wenn man 

7» 
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setzt, die Gleichung 

(*-0(*-O(*'~O = Jf(cT-yx)(rf-yx')((J-yx"). 
Es ist ferner 

,'_/' + s"^s + s-s' = 0, 

x\$'-$")+x''i8"-$)+x"\$-'$') = ßX, 
nnd daher 

Hieraus ergiebt sich die merkwflrdige Gleichung 

Es folgt aus dieser Gleichung, dass, wenn t das Praduct s*9*\ ^md mithm die 
beiden Zahlen ß* und y theilt, die gegebene cubüche Gleichung eme im Be%mff 
auf den Modul t lösbare Congruenss ist. 

Zur nftheren Erlftuterung dieses Satzes bemerke ich, dass t mit jr 
keinen gemeinschafUichen Theiler haben kann. Es mflsste nämlich durch dieseD 
auch das Product 

{a+ßx'){a+ßx") 
aufgehen, welches, wenn man mit b die durch die cubische Gleichung ge- 
gebene Summe- der Amben der drei Wurzeln bezeichnet, dem Ausdrucke 

a^ + aaß+bß'-x{aß + aß')+x'ß' 
gleich wird. Hieraus aber würde folgen, dass auch a und ß einen TheilM^ 
mit j^ und t gemein haben mfissten, was gegen die Voraussetzung ist, das» 
a, ßy Y keinen gemeinschaftlichen Theiler haben sollen. 

Die obige Formel giebt zugleich eine Wurzel der cubischen Congruens. 
Es ist dieselbe die Summe der Wuneln vermehrt um eine Zahl, welche mit 
y multiplicirt und durch t dieidirt denselben Rest wie ß giebt. Ffir den be— 
sondern Fall, wenn die complexe Zahl s aus der Cubikwurzel von n gebildet 
ist, oder a? =^n die gegebene Gleichung war, folgt dass n cubischer Rest yoik 
t sein muss. 

Ich will im Folgenden den Werth von y' bestimmen. Stellt man die 
Grössen 

XX y X* -{-x* y oj'a?" {x' '\'X \ X a?" 
durch einen Ausdruck von der Form 

dar, und nennt die Werthe von v in diesen vier AusdrOcken resp. n, v^^ 
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1^3, 1^4, SO wird 

Ist die gegebene cubische Gleichung 

x^ — ax^ + bx—e = 0, 

so wird 

1/, = 1, v, = — 1 , 1^3 = 0, n = 6. 

Durch Substitution dieser Werthe erhält man 

und hieraus, weil / durch t theilbar ist, wenn man wiederum d^ß+ya 

einfährt 

y9cJ-ay+/6 = (mod./). 

Eine Wursel ^ der Congruenz 

a?* — öx^+fcp— c^O (mod.f) 

wurde durch die Congruenz 

YQ^d^ya+ß (mod.f) 

gegeben. Substiluirt man in die gefundene Congruenz für d diesen Werth 

yif und dividirt durch y^ welches (s. o.) keinen Theiler mit t gemein hat, so 

erhalt man 

. a^/9p+y6^y(p* — ap+i) (mod./) 
und daher 

cLQ^yc (niod.f). 

Wenn die gegebene Gleichung 

x^ = n 

ist, also a = 0, 6 = 0, c = n, so folgt hieraus 

ccp^/n, oder aß^^ny^ (mod.f). 

Aus den Congruenzen 

aQ^yc, ßQ — a^^—yb, yQ — ß^ya (mod./) 

folgt die in Be%ug auf x identische Congruenn 

{(f -• x) {a + ßx + yx^) ^= y{c — bx-\-ax^ — x^) (mod./). 

Man erhält aus derselben einen Satz, der in dem Falle, dass / eine ungrade 
Primzahl ist, besonders einfach wird und besagt, da$9 die beiden andern Wwzeh 
der cubiichen CangruenSy wenn dergleichen vorhanden sind, durch die Congruenz 

a+ßx+yx'^ ^0 (mod./) 

gegeben werden, und dass daher die cubisehe CongrueM in Benug auf den 
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ModfUuB t eine oder drei Wurzeh hat^ je nachdem die Zahl 

quadratischer Nichirest oder Rest eon t i$t. 
Setzt man 

so wird 

E$ ist daher die cubische Gleichung^ ans deren Wurzel r^ und tp^ gebildet sind, 
in Bezug auf alle Moduln -^ lösbar. Wenn ferner f>ii=^Xy tDo=a;% so hat man 

sh, = ß',(x+a)+(r;{x'+b)^l,u, 
und es wird 

ft hat keinen Theiler mit y gemein, weil A. der Theiler von ß\ nnd /?/ war. 
Ferner hat / oder -^ keinen Theiler mit < = p- gemein. Man hat in dem 

speciellen Falle, wenn «o = ^n» ^u = i^\ also auch or == n ist, dass 

e'^ii (mod.f) 

also 

(r(f?''nf = (i (mod.O, 

woraus folgt, dass 

/^-i»/ = (mod.O. 

In diesem speciellen Falle ist also n von allen Zahlen ^ cubischer Rest, und 
immer 

theilhar durch —-• 

Da femer g^ ein Theiler von C<«,^+, war (§. 12) und C< und M.^^^ durch 

Ä, theilhar sind, so ist -^ ein Theiler von ^. Man hat auch 

hi h: 

7i l/D'» ^0"»\ Pi /.'• . ''a\ I Pi y» — Pi fi 

jfißi -m } = ^(/. -«y. )+-^^-^ — jji 

r" ' f ■ ... 

/Das letzte Glied ist durch 



'ff V ' 



JG _ /^i^t — Ä y> 
theilhar, während y, d. h. -~- keinen Theiler mit t, also auch mit -jj- ge- 
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Bein kal. Hieraus folgt, thu$ oveA 



theilbar durch 



Ci 



{Y'i-^n 



ist. 



\ - -• • 



$. 14. Um mich in diesen Algorithmen näher za orientiren, und zu 
sehen, ob die Quotienten l^ und m<^ wie bei der Verwandlung der Quadrat-^ 
wurzeln in einen Ketlenhruch, periodisch wiederkehren, endlich, ob man hier- 
bei auf cotnptexe Ausdräcke kommt, deren Norm = 1 wird, habe ich, als idi 
zuerst im Jahre 1839 diesen Gegenstand untersuchte, mehrere Beispiele be- 
rechnet, welche ich hier mittheilen will, da seitdem mehrere Mathematiker sich 
mit ähnlichen Untersuchungen zu beschäftigen angefangen haben, denen solche 
ziemlich mähsame Beispiele zur Aufstellung einer vollständigen Theorie zu 
Anhaltspunkten dienen können. Das Resultat, dass man hierbei naoh ^nigea 
miregelmässigen Anfangsgliedern zuletzt wirklich auf Perioden gefährt wM^ 
habe ich in damaliger Zeit meinen Freunden Dmchlet nad Borchardt mit- 
getheilt. 

Erstes Beispiel. 

Entwickelung von ^2 und ^4. 

...' (f2=l,260iV'4=l,587}.... \';; ■ 

■ ' /:,=Y4+y^-|-l 



/» = 2 
m, = 3 



»r 1 



. I 



. V 





llu=l 




eü=y'a 


« 




• 


«.=Mi/2-l)-l 




«'i = A74-l) = ^2 + l 


• 


ir, = y4+J'2+l 




«.=/l(y2-l) = l 




"» r,{i^ + y2-2)-y2+2 




tr, = v'4+v2+i 




tH = r,{y2-t)^t 




r,=M4 + i'2-Si)=^'y2 + 2 




IPy^^A'hA^i'-- ■ 



:J 






•..- ,-. V :^ 



/, = 3 

• ■ • ■••«.■■ 

iifj =s 3 

/i = y'4 + ; 2 + 1 



"■ r 



" < -.'•, 



1} » . . .■*■ 



■ ?.- '■■. V^ilr'C- ^'^'' 



:''^'-'' /:;i;*i'^ -iü --"t''. t>Jr**'-".'^ :>f--- 
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Weiter braucht man die Redmang nicht fortzoseta&en, da tis, «s^ w^ dieselben 
Grössen wie tfj, ^2, W2 sind, und also auch alle folgenden, wenn t^2, die-- 
selben Werthe 

«,= 1, r, = I/2 + 2, ip, = y4+v^2 + l 

erhalten. Schreibt man, um die unregelmässigen Anfangsglieder su vermeiden, 
t«0 9 fuv^o ^^ ^9 ^2 9 ^2 und berechnet die ganzen Zahlen pi, p'^y etc., P^ 
P^, etc. nach den gegebenen Regeln, indem man alle Quotienten / und m 
gleiches set2t, so erhält man 
1 



(^4 + ^2+iy 



= (y2^iy-p,+p:(,/2+2)+K(|/4+|/2+l), 



_?+i:L_=(;^-iy(2+f^^ ■ 

femer . ;> 

(;4+y2+iy - F,+F,+t(y2 + 2)+P,,.(y4^V^ .^.. 

(J^4 + T^2+iy(2 + y2) = F:+PHi(V^2 + 2)+P;-,.(V4+V2+l), ^ ^ 

(^4+^2+iy = /^'+p;;t(^2+2)+j^;,(;^4+'y2+i). 

Daraus, dass sich die Quotienten / und m nicht ändern, wenn man 
ihre Indices vermehrt, ergiebt sich zufolge der aus den Gleichungen (10* ) 
und (9*.) für A = l abgeleiteten Formeln 

Pi = Pi+i 1 P\ = 3P.+ Pi-^i » p'i =* p— 1 » p'i = p<^». 
Die vorstehenden Formeln geben ein leichtes Mittel, die Potenzen von 

]/4+/2 + l su bilden, indem man sie unter der Form 

f.+/^.4-i(J^2 + 2)+P,^,(l?4 + ;2 + l) = (y4+;2 + iy 
darstellt, wo 

F, = l, p, = 0, P, = 0, F, = l, P4 = 3, Ps = 12, Fe = 46, ^7 = 177, 
und immer 

Um dies su prüfen setze man 

/2— i 

woraus 

und daher auch 

folgt, woraus sich die angegebene recurrirende Bildongsweise von sk, 
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Unter derselben Form kann man nach dem Vorstehenden leicht auch 

8 

die positiven Potenzen von |/2— 1 darstellen. Es wird nflrolicb 

wo 

Pi) =1, p, = -3, p2 = 6, p3 = —8, p4 = 3, ps = 21, pfi = -80, elc. 

und immer 

P.-+3 = — 3(p,.+2+P.•^-l)+P•. 
Auch dies folgt, wenn man 

setzt, aus den Gleichungen 

y' = - 3y^ - 3y + 1 , y ^+^ = - 3^^+^ • dy'^' + y\ 

Von Po an werden die Grössen pi regelmässig das Zeichen wechseln 
und ihrem absoluten Werthe nach jede ungefähr das Dreifache der vorher- 
gehenden^ wi^ dies auch bei den Grössen Pi der Fall ist. Es wird demnach 
Pi immer absolut kleiner als Pi^^. 

Die Gleichungen 

(i/2-iy =p, +p;(v^2+2) +p:/(;4+)/2+i), 

geben, wenn man die oben gefundenen Ausdrücke (20.) der Grössen P durch 
die Grössen p benutzt 

pr(V2-ir'-p;i,c^2-i)* = -./^^^+p,.^.(;/2+2), 
p;(y2-ir*-p.L.(y2--i)'= p;;t-p..+t(J^4+y2+i), 

oder da p- =Pi_2 9 Pi =P<-i9 P'i^i = Pi^7^ P^i = ^Pi^i + Pi^ 

p.--2(^2-iy-*-p^3(;/2-iy = -p, +p,^,(;2^i). 

Diese beiden Gleichungen geben für ^2 —1 ^ -; 3 — '• — Nftherungswierihe 

/4+1/2 + 1 

-=-i-, -W^' Diese Nfthemngswerthe werben nach einander 

4, A. 1*. tVt^ fü. n. s. w. 
Der Näherungswerlh fJJ beträgt 0,25991 2 1» während der wahre Werth 
0,259921 ist. 

Jounial rar Mathematik Bd. LXIX. Heft l. 8 
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Addirt man die beiden vorstehenden Gleichungen, 9o erhält man die 

3 

Reihe der Nftherongswerthe fttr -^4 dorch die Formel 

woraus annäherungsweise 

;/4- ^^^i+2f^+f^i ^ ;/| ^ ^ 2Pi+P^, 

Pi+l Pi-rl 

» 

Setzt man 2P< + P<_, = ^j_i , so wird 

Pj = 2, P, = 7, ö« = 27, Öj=104, ^6 = 400, etc. 
und allgemein 

Die successiven Näherungswerthe fttr ^^4-1 werden 

i, A. H, m, m. etc. 
Der Näherungswerth %%\ beträgt 0,58737 während der wahre Werth 0,58740 
ist. Das Charakteristische dieser Annäherungen ist, dass die beiderlei Nähe- 

3 8 

rungswerthe fflr y^2 und ^4 Brflche mit demselben Nmmer sind (cf. §. 6). 



Zweites Beispiel. 

Entwickelung von y3 und y9. 

(^3 = 1,442, J^9 = 2,080) 



Wenn 



so wird nach §. 7, 

wo |f< der gemeinschaftliche Theiler der drei rechter Hand befindlichen Zalü^i 
ist; femer 

WO 4r. eine Zahl ist, die alle Aosdrflcke rechter Hand theilL 
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a 

setise y3 = x. 



«0=1 




lo = i 


Sr«=l 


Vo — X 




mu = 2 


*i, = l 


ip„ = ar' 




A, = ar'+x+l 




«,-2 




'.-0 


9i = 2 


«'i-/ü(aJ*-2) = -xHaJ+l 




«1 = 2 


*. = 2 


tPi = X^ + X+i 




/i = a:»+aj+2 




«,=1 




4 = 1 


Sr2=l 


•» = */.(«* +«-3)=« 




»12= 5 


*, = 1 


»2 = «' + «'+3 




A = x'+«+l 




»3 = 2 




4 = 1 


^, = 2 


cj = ^(«Ha;-3) = -x'+x 


+ 3 


f»3 = 2 


Äj = 2 


ip, = ar' + «+ 1 




A = ar» + a;+2 





SO dass man hier aufhören kann. 

Wenn man, um wieder die nicht zur Periode gehörigen Anfangsglieder 
zu vermeiden, von den Grössen 

ausgeht, wodurch alle unteren Indices um 2 verringert werden müssen, so 
hat man 

«2i=ttu=l fj2.=ry=a: fi>ii—fi>i)=x'^+x+2 

««+1 = t«i = 2 r«+i = r 1 = — a?'+a:+3 fPj,.^! = iti = a:^+ a? +1 

Ah-i = A = x''+x+2 l:ti+^ = /i = 1 iii,,^j=iiii=2 &2^j = Jirj=2 

femer 

Fii^-a = 5F2,-^2 4" F2i+i + * 2» P3<+3 ~ /^2t+2 ^Pj.-^! -}- ^j* 

* 2«+4 = 2F2,4.s + Pii^l + Fji+i P3<+4 == Pai+S öp2H-2 "^Pw+I 

5^W+I == Pm-1 — 5pw ^^ fhi^7 +P2H-1 

5^2<+2 = P2* ~ ^2H-i ^ P*<+> +P2H-2 9 

8» 
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in welchen Gleichungen mau sämmtlichen Grössen auch einen o^er zwei 
Accente geben kann. Aus (24.) folgt, dass die mit demselben Nenner be- 
hafteten Brflche 



Pi-h'i ^»t-2 

Nfiherungswerlhe der Grössen -^, -^ oder der Grössen x und x^+x+2 sind. 
Die Anfangswerthe der Grössen P und p sind 

p,,=0 A = P, = P3 = 1 Pa= 2 

p;, = p; = 1 Fi = P3 = 1 /"* = 3 

p;; = o f; = o p;' = i p;' = 5 p;' = ii 



>o=l Pi =-1 p>=-4 P3=7 ^4=12 

P0=0 p;=l i?i=-l i?3=-l P4=7 

p'il =0 pi' = ;?2 = 1 /?i' = - 1 p'4 = -4. 

Man kann auf folgende Art die Grössen p'i und p- auf p^^ und die Grössen 
P'i und P/ auf P, zurückführen, und eine recurrirende Gleichung zwischen 
vier Grössen P erhalten, welche die Indices t, i+2, t + 4, f + 6 haben. 

Aus den Formeln (9*.) in §.5 ergeben sich für k=i die allgemeinen 
Formeln 

p; = (;?i_i)i p'/ = (p'^^)^. 

Zu diesen Gleichungen muss man die folgenden hinzufügen, welche sich aus 
ihnen ergeben, wenn man die Indices der Quotienten um 1 vermehrt, 

iPi)i =-li{Pi-l)2- m, (p;_02 + ( piLl)2 
{P'i)l = iPi-l)^ (Pi)i = (pUl)2. 

Für unsem Fall geben diese Gleichungen 

Pi= -(Pir-l)l-^{Pi-l)i+(Pi-l)l = '-Pi-^Pi-2+Pi^2 

(P.)i =A-M = -Pi^i-^p^^.+pi, p; =p,_,. 

Es folgen hieraus, wenn man in dem Ausdruck von p-^i den Index t 
um 1 erniedrigt und p^^ für p^^ substituirt, zwischen den Grössen p und p' 
die beiden Gleichungen 

-Pi+Pi^2 = Pi + ^Pi^^ 

Pi + 2p\-2 = — p,-2+P,-4 9 

und hieraus 

3pU = P<+4P<-t+P.-4 
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oder 

3p -+4 = — 2/1.^^.4— 1 lpi^2 +Pi = Pi-\^ + 4f *+4+l>i+2 

In der letzteren Gleichung kann man auch p' oder p" fOr p setzen, und sieht 
hieraus, dass 

P2i9 P^iy Pny P2i+M P2«+19 Ps.+l 

die Coefficienten der allgemeinen Glieder in der Entwickelung von Brüchen 

werden, welche den Nenner 

(1 + 23)*- 93^ 
haben. 

Auf ähnliche Art leitet man aus (10*.) die folgenden Gleichungen ab: 

[p.) = {P'u\, p'i = (/'.-i)i+«>(/^;ii)i, p: = (/^;-i)i +«u(/^*ii)i, 
{p.)i = Pi^ iP'i)i = Pi^i+i.pii. {p:)i = /^•-i+m.p;:,, 

aus welchen 

p^ = P^L, + P,^ P/ = P,,, + p:L,+5P,, P,^, = Pi.,+2Pl, 

folgt. Die letzte dieser Gleichungen giebt 

Pi-hi = /^<-3+''«-i+2/v-i. 

Setzt man hierin t + l für i, so hat man zwischen den Grössen P und F' die 
beiden Gleichungen 

aus welchen 

3p: = p^2+^Pi+Pi^2, 2PU = /^.+2-iip.-2P,^ 

und daher 

3/^1^.2 = P,-+4 + 4 "«+2 + Pi = Pi-l-6 — 1 1 Pi^ ~ 2/^j^2 

3P:^4= ^Pi^, + ^Pi^2+Pi = Pi+6'- 8P,+4-2P,+2 
P,^ = 12P,+4+6P,4.2+P, 

hervorgeht. In der letzten Gleichung kann auch P*, P" fflr P gesetzt werden. 
Man sieht aus derselben, dass die recurrirenden Reihen, deren allgemeine 
Glieder 

P P' * P" D p' p" 

*2i9 *2i9 *2i9 ^W+19 *2<+l9 *2t+l 

sind, aus der Entwickelung von Brachen hervorgehen, welche den Nenner 

9-(2+y)^ 
haben, der aus dem vorigen erhalten wird, wenn man s = — setzt und mit 
— y^ multiplicirt. 



-(4+1) -1 
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Die oben aufgeMtelUe allgemeine Theorie ergiebt durch einige leicht 
anzustellende Betrachtungen, das$ diese Nenner jedesmal die resp. mit ~«^^ 
—^y^ multiplicirten Determinanten der Grössen 

Pi^— Pi Pi ^i^ir ^*^^ ^*+^ 

» y 

werden, wenn i der Index der Periode oder 

U4 = «ü, «i = «0, tPi = «?ü 

ftff. Für unser Beispiel werden diese Determinanten 

1 -1 1 2 

y 

3 "-(2 + y) ® 1-- 3 

-1 1 -- 15 11--, 

z ' y 

und ihre resp. mit —s^, —y^ multiplicirten Ausdrücke geben in der That die 
im Vorhergehenden gefundenen Nenner. 

Ich will noch bemerken, dass man^ wenn i grade ist, die Gleichungen 

hat, aus denen, da 

P,=:p', = ^i, Po'=/'l=0 

ist, allgemein p[=p<_i, P'^ z=zP._^^ oder wenn man 2i für t setzt 

folgt. 

Der complexe Ausdruck 

hat zufolge des oben gegebenen allgemeinen Satzes, wie man leicht prQfi, 
die Einheit zur Norm. Der inverse Werth derselben wird durch die Formel 

gegeben. Setzt man denselben =y, so wird 

9-(2+y)' = 0, 



C. 6. J. Jacobi 

WO der Ausdruck links Ai., . 
die recurrirenden Reihen \itrVi 
^., ^.+1, P„ etc. sind. 

Dru 

Entwickoll 

Man setze y'5 = j;. 



65 



'igenschaften der Klasse 
eleher das FknarierHche 
«"ehört. 

Heidelberg.) 



«„ = 1 




/ 




e„ = X 




t 
W, 




w„ = a;* 




A. 


» 


fu(x-i) = 


4 


A. 




«1 = 4 




/.=.- 




e, = -a;' + 3x+3 




mi=r. 


.k >' • 


Wx = Xi-i-X+i 




A = u 


Ntftt 


f^i-x-' + Sx- 


-1) = 


= 8 fi {x' i- .1- - ,, 


^h 


«2=2 




^ = ^ »4 --- 1 




»2 — aJ + l 




«»2 = 3 ftj = 2 




,Pj_a;' + a;+2 




/•3 = a;' + a: + l 




A(x-l)-4 




^(arHa5-4) = -2a:*+2x+6 




«, = 2 




^ = ^3=2 




»3 — — x'H-aj+3 




1113 == 2 Afj = 2 




ttjj=a?* + x+l 




^,= 2aJ»+a:+7 




^(-«* + (r + 3) = 


= 26 


/i(a^+a;-3) = 2a:' + 14aJ-6 




«4=13 




/4 = ^4 = 26 




f>4-x-+7aJ-3 




»»4 = 1 *4 = 13 




ip, = 2a;'+a: + 7 




ft = 2x'-\-x-i 




/•4(x'+7a;-3) = 78 




/«(2a:H«-6) = -13a!*+13ar+26 




«s = 6 




/5 = g, = S 




p^ = -x^+x+2 




«s = 1 As = 6 




Wi = 2x'+x—i 




/; = x'+ar+3 




m-x'+x 


+ 2) = 


= 6 /5(2aj»+aj-7) = 6a!+6 


• 


«6 = 1 




4 = 2 ^6 = 1 




«6 = a; + l 




«6 = 7 *6 = 1 




W6 = x'*-\-X+S 




/e = a:'+*+l = /„ 




/6(X-1)=4 




/i(aj'+«-4) = -2aj'+2« + 6 
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«7 = 4 /, = 5'7 = 8 

9t = -2x^+2x+6 »7 = 1 kl = 2 

«>, = a;'+a; + l /", = 2«' + ar + 7 =/j 
f,(-2x^+2x + ß) = b2 /7(a;»+aj-3)=2«'+14a!-6 

?/» = 26 4 = ^H = 26 

«„ = «'+ 7x-3 i»8=l &8 = 26 

irH = 4aj*+2aj+14 /e = 2aj*+a;-l =/"♦ 

f^(x''+7x-S) = 78 A(4a:'+2ar-12) = - 26a:» + 26x + 52 
«9 = 3 /<. = 9,, = 3 

C9 = -a!» + x + 2 «i9*=2 ftn = 3 

«j(, = 2a;» + aj-l /o = aj''+ar+ 3 = ^s 

/9(-a;'+a;+2) = 6 A(2x'4-x-7) = 6x+6 

«1(1 = 2 /|„ = 2 ^„1 = 4 

©jo = 2a?+2 »»1,1 = 3 ki„ = 1 

«'i(. = a5'+a?+3 fii, — x'' + x+i=/'f, 

f,o{2x-2) = 6 ^,(a;'+ar-3) = -a;* + 3a; + 7 

«11 = 8 /.j = 1 fl-u = 8 

e,i = -a:'4-3a!+7 i»i, = 1 *u = 8 

tPu = 2x'+2x+2 f^t = x''+x+2=fi 

fiii-x' + Sx-i) = 8 /'n(2a;'+2it-6) = 8x+8 

»12 = 1 'm = 2 fi'u = 1 

e„ = a;+l i»i2 = 6 *m=1 

u>n=x^ + x+2 /;j = aT*+x + l =A 

^(a!-l) = 4 /;o(a;'+ar-4) = -2«' + 2aJ + 6 

«13 = 4 

Va = -2x''-\-2x+6 
Ufa = x'+x+i 
Da non 

«13 =«7» 'n^*?? «'l3 = «P7l 

SO beginnt an dieser Steile die Periode, und die Reclinung kann demnach hier 
abgebrochen werden. 
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lieber die aUgemeinen Eigenschaften der Klasse 
von Doppelintegralen, zu weleher das Fouriersche 

Doppelintegral gehört. 

(Von Herrn Paul du BoU-Reymond in Heidelberg.) 



Einleitung. 

±J\e Fotiriersche Formel 

(1.) TifiS) =/dyfdxcos{y{x^§))f{x) 



gehört zu einer grösseren Klasse von Doppelintegralen, deren wahre Natur 
zu entwickeln vornehmlich deshalb von Interesse ist, weil diese Integrale als 
Grenzfälle der Auflösungen linearer partieller Differentialgleichungen eine 
wichtige Bolle spielen. 

Der besondere analytische Charakter des Fotirt^rschen Doppelintegrals, 
auf welchem seine Eigenschaft, gesetzlose Functionen darzustellen^ beruht, er- 
scheint indessen in obiger Form, hauptsftchlich durch die unendlichen Grenzen, 
etwas verhüllt. Durch eine naheliegende Umformung können wir alsbald die 
Fundamentaleigenschaft des Founerschen Doppelintegrals hervortreten lassen. 

Wir setzen ^ = und fOr einen Augenblick auch f{x) = ausserhalb 
des Intervalls a? = a...a: = 6. Ist derWerth a: = nicht in diesem Intervall 
gelegen, so folgt: 



(2.) ^ J dyJdxcos{xy)f{x). 

. a 



Diese Formel gilt aber auch, wenn wir die Aber f{x) gemachte Vor- 
aussetzung, dass diese Function ausserhalb des Intervalls a...b gleich Null 
sei, fallen lassen, und sie uns vielmehr von a;=— 3o bis x^^ + oo beliebig ge- 
geben denken. Denn eine beliebig gegebene Strecke einer gesetzlosen Function 
enthftlt keine Bestimmung für deren übrigen Verlauf, und in dem Integral (2.) 
sind nur die in dem Intervall a...h stattfindenden Werthe der Function f{x) 
vertreten, so dass wir über ihren übrigen Verlauf nach Willkür verfügen 
können. 

Jonraal ftlr Msthemata Bd. LXIX. H«ft 1. 9 
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Die Formel (2.) drflckt die erste Grondeigenschaft des Fotfnerschen In- 
tegrals aus. Die andere Eigenschaft erhält man so. Wir denken uns in (1.) 
f = , und wieder fflr einen Augenblick f{x) = ausserhalb des Intervalls 
x= — a...a? = +ö^ wodurch wir erhalten: 

nf(0) ^ J dffj dxco%{xy)f{x). 

Nun nehmen wir an f{x)=f{'-x). Daraus folgt: 

/dy /dx COS {xy)f{x) = 2/dy /dx cos {xy)f{x) = nf{0) 

I) — a 

oder 

X « 

(3.) yAO) = /dy/dx cos ixy) fix). 

Auch in dieser Formel geben wir die Voraussetzungen über f{x)^ die zu ihr 
fährten, auf, und denken uns f(x) im ganzen Intervall x = —oo...x = +oo 
beliebig gegeben. 

Die Formel (2.) kann als eine Folge von Formel (3.) angesehen wer- 
den. In beiden Formeln sind a und b beliebige positive Grössen, und man 
kann sich sowohl a als b — a kleiner denken als jede noch so kleine ge- 
gebene Grösse. 

Dass die Formeln (2.) und (3.) mit der Fourierschen Formel (1.) voll- 
kommen äquivalent sind, wird dadurch erwiesen, dass man, ähnlich wie wir 
eben von (1.) zu (3.) gelangten, von (3.) zu (1.) zurückgelangen kann. Setzen 
wir in (3.) unter dem Integralzeichen —x statt x, kehren die Grenzen um 
und bezeichnen mit fiix) die willkOrliche Function fi—x)^ so finden wir: 



« " 



|-A(0) = JdyJdxcos{xy)f,{xl 



II — a 



Diese Gleichung addiren wir zu y/iCO) =J dyj dxcos{xy)fi{x). Dann schreiben 







wir F(a;+I) statt fi{x) und führen unter dem Integralzeichen das neue 
gument ß=zx+'^ fflr x ein. Dadurch gehen die Grenzen — a und b für die 
Integration nach x in die Grenzen |— a und 1+^ für die Integration naeh ß 
Ober. Darauf lassen wir a und b so wachsen, dass für alle Werthe von $ 
die Grenzen ^— a und $+6 resp. — oo und +oo wwden. Die dann erlial- 
tene Formel ist mit (1.) identisch. 

Seine Formel (1.) erhielt Fourier durch einen merkwürdigen Grens- 
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abergang, dem er die Sinus -Cosinus -Reihe unterwarf. Diesen Grenzüber- 
gang selbst als unbedenklich angesehen, setzt die strenge Ableitung der 
Formel (1.) den Convergenzbeweis der Sinus- Cosinus -Reihe voraus. Das 
ist ein Umweg, welchen man vermeiden kann, indem man mit Hfllfe des be- 
kannten Z)trtcA/e<8chen Beweisverfahrens die mit (1.) äquivalente Formel (3.) 
direct beweist. 

Denn es ist: 

X a ha a 

Jdyjdx COS {xy)f{x) = Wm h^^jdyjdx cos {xy)f(x) = Umj^^^J-^ — f{x)dx. 

I) 

Für die Summe der n ersten Gliederpaare der Sinus -Cosinus -Reihe fand 
Dirichlet den Ausdruck: 



TT— -V 






dessen Werthbestimmung ffir « = oc leicht auf diejenige des Integrals 



a 





(A eine ungerade Zahl) zurückgeführt werden kann. Von diesem Integral 

bewies er, dass es für a<I^ gegen -ö'tW convergirt, und fügte dieser 

Werthbestimmung später das Resultat hinzu*), dass für a^n der Grenz- 

werth vorstehenden Integrals ^(iA0)+/'(^)+A2^)H ^■A'^)) '^t, wo In das 

grösste in a enthaltene Vielfache von n bedeutet. Wächst h wie eine gerade 
Zahl, so ist der Grenzwerth des Integrals ein anderer, und wächst h nicht 
wie eine gan^e Zahl, so hat das Integral keinen bestimmten Grenzwerth. 

Das DirieUetsche Raisonnement lässt sich nun sofort vom Integral 

a a 

/ sm — f(^x)dxBntdBs Inlegrel/— — f{x)dx übertragen, und zwar im Uebrigen 

u 

ganz unverändert, nur dass es bei dem letzteren Integral gleichgültig ist, wie 
gross wir a annehmen, und in welcher Weise h unendlich wird, ob als ganze 
Zahl oder irrationale Werthe durchlaufend. Das Integral nimmt für A = oo und 

alle positiven reellen Werthe von a den Werth -^fi^) ^- ^^ ^^^^ einmal 
bewiesen, so gelangt man, indem man die angegebenen Umformungen rück- 
wärts ausführt, auf dem kürzesten und directesten Wege zu Formel (1.). 



*) Siehe Bd. 17^ p. GO dieses Journals. 

9 
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Indessen knüpfen sich an diesen directen Weg, das Fowiereche Theorem 
herzuleiten, naturgemftss weitere Ueberlegungen. 

Der auffallende Umstand, dass der Werth der Integrale 



a a 





an der Grenze h = oo nur von dem Werthe von f{x) für x = abhängt, steht, 
dies leuchtet auf den ersten Blick ein, damit in enger Beziehung, dass die 
Integrale 

a a 

/' »inhx , /*8inÄa? , 

X ^ J %\vlx 



an der Grenze A = co tion a unabhängige, endliche Werthe haben. Sie werden, 
a mag noch so klein sein, gleich -^. Denn würden die letzteren Integrale 

dx, etc. für Ä = ^ nicht 

X 
a 

verschwinden, so kann man geradezu mit Hülfe von Mittelwerthsätzen be- 
weisen, dass die ersteren Integrale im allgemeinen auch nicht von den im 
Intervall 0...a stattfindenden Werthen von f{x) unabhängig werden könnten. 
Wenn wir nun so die eigentliche Grundlage der Sätze von Fourier und 
DiricUet richtig erkannt haben, so liegen zwei weitere Fragen sehr nahe. 

Giebt es noch andere Integrale 1 dg 1 dxif{Xyy\ die einen von a unabhängigen, 



von Null verschiedenen, endlichen Werth habend Und findet bei ihnen dana 
ebenfalls die Gleichung: 



a 



fdyfdxfix) (f (x, y) = fiO)fdyJ'dx<p (x, y) 

Statt? Der Beantwortung dieser Fragen, denen sich folgerichtig andere an- 
schlössen, ist nachstehende Abhandlung gewidmet. 



oc o 



Die Eigenschaft von Doppelintegralen der Form /dg/dx<p{x,y)^ von 

I) 

a unabhängig zu werden, erwies sich als eine sehr verbreitete und es war 
leicht, sie auf Functionaleigenschaflen des unbestimmten Integrals zarftekEH* 
führen. Der Beweis des wichtigsten Satzes der Theorie: 

X O OD O 

J'dyjdxf{x)tf>{x,y) = f{0)jdyj'dx(p{x,y) 



U 



P. du Bois-Reymond, über die Fourierschen Doppeliniegrale. 69 

h 
wurde nicht am Doppelintegral gefflhrt, sondern^ j(p{x,y)dy = ^(x, h) gesetzt, 

u 

wurde die Gleichung 

a a 

limÄ^y* (ar, h)f[x) dx = f{0) liniÄ^.«/* (a?, ä) rfx 

bewiesen. Was diesen Beweis betrifft, so ist zu bemerken, dass er sich auf 
ganz andere Eigenschaften der in Rede stehenden Integrale stützen musste, 

a 

als Dirichlet's Beweis der Gleichung lim,,^^/f{x)'^ — rfa:=-^/^(0), dem 



n 
2 



- — dx leicht in eine 
8iD.r 

Reihe alternirender abnehmender Theile zerlegen lässt. Der in §. 3. und §. 4. 
gegebene Beweis stützt sich wesentlich auf die Fundamentaleigenschaft des 
Integrals 

Jdyjdx(p[x,y) = \va\},^j4>[x,h)dx 

U I) 

von a unabhängig zu sein. Durch ganz ähnliche Schlüsse gelang es dann 
noch den Werth des Integrals 

Jdyfdxr{x)(p{l{x),y\ 



u 



wo f{x) und l{x) gesetzlose Functionen sein dürfen, zwischen beliebigen 
Grenzen a und 6 anzugeben. Da endlich die merkwürdigen Eigenschaften 
der in Rede stehenden Doppelintegrale darauf schliessen lassen, dass die Con- 
vergenz der Volumina unter den Oberflächen ^=^<p{x,y) ebenfalls besonderer 
Art sei, so wird, um den Gegenstand nach jeder Richtung möglichst klar zu 
legen, im letzten Abschnitt der nachstehenden Abhandlung die Convergenz 



00 a 



des Volums fdyfdxip{xy)^ wo (f also nur vom Product xy abhängt, voll- 

DU X ^ 

ständig discutirt, wozu die Werthbestimmung des Integrals / dy 1 dx(p{l{x)^y) 

a 

im III. Abschnitt die Mittel bietet. 

Der Kürze wegen, und da die zu betrachtenden Integrale ziemlich zahl- 
reiche Klassen bilden, habe ich keinen Anstand genommen, folgende neue 
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Benennungen einzuführen. Ein Integral der Form: 

Jdyjdxcpix.y) 

Ü 

nenne ich Fouriersches Doppelintegral, wenn es einen von a>>0 unabhfingigeo, 
von Null verschiedenen endlichen Werth hat und ausserdem die Reihenfolge, 
in welcher die bestimmten Grenzen in's* unbestimmte Integral eingefShrt wer- 
den, eine gewisse in §. 1 angegebene ist; und ich nenne Dirichletsches Inr- 
tegral ein Integral der Form: 



a 



/* {x, h) dx, 



K) 



wenn es, mit in's Unbegrenzte wachsendem h, gegen eine gleichfalls von a;>>0 
unabhftngige, von Null verschiedene, endliche Grenze convergirt. 

Endlich soll mit \\m:^J\my^ßf{x,y) der Werth bezeichnet werden, den 
man erhält, wenn in f{x,y) erst y = ß dann x = a gesetzt wird, und mit 
,.lim^^ schlechtweg bezeichne ich den besonders häufig vorkommenden Grenz- 
übergang A = oo . 

I. 

§. 1. Die Fot/rtcrschen Doppelintegrale. Ihre Definition vom unbestimmten 

Integral aus. 

Wenn man unter einem bestimmten einfachen Integral /(p{x)dx, wo 

JC(, und Xi numerische Werthe bedeuten, das Ergebniss versteht, welches aus 

^' 
dem unbestimmten Integral /(p(x)dx = F{xi)—F{Xit) folgt, sobald darin für 

die Variabein x^ und Xi die Zahlen X^ und JTi gesetzt werden: so muss man, 
um in der Analogie zu bleiben, unter dem bestimmten Doppelintegral: 

X. r, 
f/dxdy(p{x,y) 

das Resultat verstehen, welches man aus dem unbestimmten Doppelintegral: 

JJdxdy<p{x,y) = FCx,,y,)-F(a;„y„)-/?(a;,„y,) + F(sCu,jf„), 

^^ — dxd ^V(^9y\ erhält, wenn an Stelle dervariabeln Grössen x«, yo. 
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Xi^ yi die namerischen Werthe X^^ Yq^ Xi^ Yi gesetzt werden. Dann ist 
aber das bestimmte Doppelintegral tiäufig ein mehrdeutiger Ausdruck, und zwar 
reprSsentirt er, beiläufig gesagt, im tussersten Falle nicht weniger als 1 4 ver* 
schiedene "Werthe. 

Diese Mehrdeutigkeit rflhrt daher, dass es viele Functionen F{x,y) 
giebt, die für einzelne Werthesysteme der Variabeln x, y verschiedene Werthe 
annehmen, je nach der Reihenfolge, in welcher man den Variabein x, y die 
jenen Systemen entsprechenden Werthe ertheilt. Um ein ganz einfaches Bei- 
spiel abzufahren, nimmt 

für x = a^ y = /^ den Werth -r— oder den Werth — an, jenachdem man 

erst x = oL^ dann y = ß, oder erst y = ß, dann x = a setzt. Bezeichnet man 
nun mit F{Xy y) die Summe von vier ähnlichen Ausdrflcken , in denen suc- 
cessive statt a, ß steht: 0, 0; 0, 1; 1, 0; 1, 1, setzt man also: 

„. ax + by . a^a? + y(y-l) a'Xx-i)-\-V'y g^^^- l) + 6^^^Cy~ 1) 

^(^>y^ - a,x + b,y'^a\x + b\(y--l)'^ a'Xx^i) + b\'y ^^ a';'(,x^i) + b';'(y-i) 

und bildet dtis Aggregat F{Xi^y^)-F(Xl^yo)-F(xo^yl)+F{x^i^y^i% so hat dies, 
wie man sich unschwer Oberzeugt, die Beschaffenheit, dass es je nach der 
Reihenfolge, in der a:^, = Jt« = 0, y,, = Y» = 0, «i = JCi = 1, yj = y^ = 1 ge- 
setzt werden, vierzehn verschiedene Werthe annimmt. 

Dßs bestimmte Doppelintegral büsst viel an seiner Mehrdeutigkeit ein, 
wenn es nicht ganz bestimmt ist, sondern wenn z. B. eine Grenze variabel 
gelassen wird. Diese variable Grenze sei Xi^ dann ist das (zum Theil) 
bestimmte Doppelintegral 

Jfdxdyif{x,y) 

im obigen Sinne nur noch eierdeutig, und zwar ist es folgender vier Werthe 
fähig: 

limy^^y, l\my^^Yß^x.r.j[,A 

, lim^ - Y lim*, -t- limv - v Ä 
^^•^ ^lim..=.^lim,..:,.linv.=r.^ 
liniy,=T, HD>x.=Jt. l™y.=r. -4, 

wo A das Aggregat F(aJi, y,)— F(;^,jf„)-F(«b,y,)+F(av,y«) vorstellt. 
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a 



Im FotfWerschen Doppelintegral /dy/dx(p{x,y) ist a variabel, mithin 



u u 



repräsentirt es zunftchst vier Werthe, und es ist unsere Aufgabe festzustellen, 
welcher von den vier Werthen darunter zu verstehen sei. Die unendlich su 
setzende obere Grenze der Integration nach y werde ich nicht mit yi, sondern 
im Anschluss an andere Untersuchungen mit h bezeichnen. 

Die Definition des FotfWerschen Integrals verlangt zuvörderst, dass 
das Aggregat: 

h a 

F{a, h)-F{a, y«)~F(x„ h) + F{x,,, y„) = fdyjdxif{x, y\ 

wenn darin Xo = 0, yo = 0, A = oo gesetzt wird , etneit von a unabhängigeH, 
van Null und Unendlich verschiedenen Werth erhalte. Es muss also 

F(a,ao)^F(a,0) 
von a unabhängig sein. Würde man nun in — F(a:o, A)+F(a^), yo) erst ä= co, 
jfo = setzen und dann der veränderlichen Grösse a\j ihren festen Werth 
ertheilen, so mOsste man offenbar den negativen Werth von F{a, oo) — F(a, 0) er- 
halten, da diese letztere Differenz von a unabhängig ist und —F(a\j, oo)'\'F{xm^ 0) 
daher auch von Xy^ unabhängig sein muss. Das ganze Aggregat 

F{a, h)-F{a, y.)-F{x,,, A)+F(xo, »o) 
würde also verschwinden, wenn man erst A = oo, y^ = 0, dann x^^O setzte. 
Die Grösse F(a^ oo)— F(a^ 0) als von a unabhängig angenommen, wird das 
Aggregat für A=3o, a:o=0, yo=0 nicht verschwinden, wenn entweder 1) zu- 
erst Xy)^0 und daün in beliebiger Reihenfolge yo = 0, A^oo gesetzt wird, 
und wenn zugleich die Function F{x,y) derart ist, dass 

limh=^lim^-uF{xy,^h) nicht gleich lim.,,=„lim;i=,« F(a:„, Aj, 
oder 

limy^^lim^.^F(a:ij, yo) nicht gleich lim^^^Jim^ -0^(^1^19^0)9 
oder dass beide Verschiedenheiten gleichzeitig stattfinden. Oder das Aggregat 
wird 2) nicht verschwinden, wenn zuerst A=oc, dann o^o = 0, dann yo=^0 
gesetzt wird, während 

lim,_oliin;r.=oF(«ü,ffo) nicht gleich lim^^^olinfiy-,, F(a^„ y,,) 
ist. Oder es wird 3) nicht verschwinden, wenn erst ^0 = 0, dann a;„==0, 
dann A = oc gesetzt wird *), und 



a 



*) Oeometrisch schliessen wir hieraus Folgendes. Das Integral /dy/dx(p(x, y) ist 



r« 



gleichwerthig mit dem Volum zwischen der Oberfläche «= y (^,y) und den Ebenen : s ss 0, 
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limÄ=ooHinx.=o^(aJi), A) nicht gleich liin^^^,IiinÄ=«F(a?o, A) 
ist. 

Es wird also darch die Bedingung, dass es einen endlichen von a 
unabhängigen Werth haben solle, die ursprOngliche Vierdeutigkeit des Integrals 

OD a 

fdy /dxq>{Xyy) auf eine Dreideutigkeit redueirt. Von diesen drei yerschie- 

denen Bedeutungen jenes Integrals endlich wählen wir diejenige, vermöge deren 
das Fouriersche Integral mit einem IMricA/a/schen Integral identisch ist, nämlich 

a 

die dritte. Unter einem DtrteA/ef sehen war ein Integral /^ {x, h) dx verstan- 



den, welches mit ins Unbegrenzte zunehmenden A sich einer von a unabhän- 
gigen, von und ex verschiedenen Grenze nähert. Setzen wir 

h OD O " 

J(p {x, y)dy = <P (x, A), und /dyjdx (p{x,y) = liinÄ=« /* («, *) äx *), 

fl I) II 

SO involvirt in der That diese Formel folgende Reihenfolge der Uebergänge der 
Variablen a:„, y„, A in die festen Werthe 0, 0, oo bei der Verwandlung des unbe- 

h a « o 

stimmten Integrals /dy/dx(p {x,y) in das partiell bestimmte 1 dy f dxif{xyy) : In- 
dem zuerst die Function ^ {x^ A) = |^^ {x^ y) dy gebildet wird, setzt man zuerst 

u 



a; = a?p , x = a, y = y^^ y ^= h, Nenneo wir DirichletBcheu Definitionen gemäss unbe- 
dingt conoergent dies Volum, wenn es für h = oc, x^=^0, ^0=^ ^w^h seine negativen 
Bestandtheile als positiv in Rechnung gezogen, convergirt, bedingungsweise contergent, 
wenn es im letzteren Fall divergirt, so muss bei unbedingter Convergenz die Reihen- 
folge der Grenzübergänge gleichgültig sein, und umgekehrt, wenn sie nicht gleich- 
gültig ist, so ist die Convergenz nothwendig eine bedingungsweise. Es wird also das 

Integral / /dxdy(p(Xyy^, wenn es ein Fotirtersches ist, sich immer in positive und 

negative für sich divergente Bestandtheile zerlegen lassen, die entweder beim Anblick 
des Integrals sofort gesondert hervortreten, oder in altemirenden Functionen durch 
ein Functionalzeichen verbunden sind. 

*) Nach der im Texte aufgestellten Definition des FaifTterscben Integrals folgen 
umgekehrt aus jedem Dirtcftlelschen Integral unzählige Fouriersche auf Grund äer 
IdentitiU: 

ahn 

/0(x, h-) dx ^fd^fix \ ^^^ß^ + K^, 9) ^(P, 0) j , 

O 0^ 

wo l(^«y) eine solche Function bedeutet, dass /Ji(x,y)dy=^l sei, wie z. B. i(x,y^ = e'y, 

JIC*, y) = «w-«y, etc. •' '» - ^•■ 
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a 

^o = 0* Stellt man dami das lotegral /^ {x, h) dx auf, oder bildet den Fltchea^ 

raom zwischen der Curve y^4^{x,h\ der x-kxe nnd den Ordinalen x = 0, 
X = a^ so vollzieht man den Grenzfibergang a\) = 0. Bildet man endlich den 
Grenzwerth dieses Flächenraoms für ein fort und fort wachsendes h^ so 
setzt man A = oc . Daraus folgt , dass wir unter dem Fotirterschen Integral 

fdif /äx(p{Xfy) die Grösse: 

O II 

\mh^^ lim,.^,limy^,{F(a, h) -F{a, y^,)-F{xo, h)+F{x^,, y«)} 

zu verstehen haben, wodurch es mit aller Prficision definirt ist. Die voll- 
ständige Definition des Fotinerschen Doppelintegrals vom unbestimmten Integral 
aus fassen wir nun zusammen wie folgt: 

E9 $ei eine Function F{x,y) so beschaffen, dass 

F(a,(x.)~F(a,0) 

a nicht enthält^ femer sei lim^^^olirny^« F{x, y) nicht gleich litüy^^ lim^, =„'''(«, ff\ 
dann ist 



a 



Setzen wir, um diese Unterscheidungen durch Beispiele zu beleuchten: 

»o ist: 

F(a,oo)-F(a,0) = |--^- 
Ferner ist: 

limA„limy^lim^^ü{F(irü,A)-F(«u,yü)} =0 
ond 

UmA.,limj^liiny^„{F(a!u,A)-F(a!u,yo)} = •§-~ir' 
AHM«rdoiD hat man £!|^ = («/?, -«,yJ)^^J^i^. Wir haben also: 



» fl 



Das Integral links ist indessen kein F(Mriarsches^ weil die Reihenfolge, in der 
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die Grenzen ihre festen Werthe erhalten, nicht die vorgeschriebene ist. Ver-> 
sucht man es mit der vorgeschriebenen Reihenfolge, so findet man: 

h a 

SO dass F{Xy y) = -^ — ^g überhaupt kein Fotirtersches Integral liefert. 
Setzt man dagegen: 

SO hat man: 

F(o,oo)-F(a,0) = 1, 

Um,_„{F(a!i„Ä)-F(a^,0)} = 0, 
und durch Differentiation findet man das Fo«nersche Integral: 

ha 00 o 

lim,=. lim,^,lim,.^yrfy/rfx ^^XZ+'Z)' ^/^^/^ S+^+Z' '^T 

Diese Beispiele lassen sich leicht vermehren. Ich werde mich aber 
darauf beschränken, im folgenden Paragraphen diejenige Klasse Fonrierscher 
Integrale, zu welcher das von Fourier entdeckte Integral speciell gehört, genauer 
zu kennzeichen. 



§. 2. Ueber die Fotirterschen Doppelintegrale; bei denen unter dem Integralzeichen 

nur das Produet xy vorkommt. 

Wir nehmen an, dass die Function F nur vom Produet xy abhängt. 
Dann ist das unbestimmte Integral: 

F(ah) - F(ayo) -F{Xoh) + F(x^yo), 
und erhält, yo = 0, a!^i = 0, dann h = oo gesetzt, den Werth: 

F(ao)-F(0). 

Nun m Vi^)=Q-ß-'F(xy)^ so kann wegen der WillkOrUchkeit von F, 
<p{xy) jede beliebige Function von cey bedeuten. Somit folgt: 

OD *■ 

fdyfdx(p{xy) = F(<x.)-FCO), 

10* 
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oder das Integral links ist, wenn es convergirt, stets ein Fotinersches Integral. 
(Ans der Anm. xu $. 1 folgt dann aach, dass ein Integral dieser Form $de 
absolut convergent ist.) Die Unabhängigkeit des vorstehenden Integrals von 
a ISsst sich flbrigens sehr einfach direct nachweisen. "Wir substituiren in: 

h a 

Jdyjdxifix^) 

al statt Xy — statt y^ nehmen an a = -^ , wo 6 eine ganz willkürliche Grösse, 

und schreiben schliesslich unter dem Integral x und y fOr ^ und r\ zurflck. 
Wir erhalten so: 

ha ah b 

Jdyjdx(p{xy) = JdyJ'dx(p{xy), 

und wenn nun nach einander yo=0, a\j=0, A„=3o gesetzt wird, so geht diese 
Gleichheit aber in: 

Jdyjdxip{xy) = jdyjdx if{xy) ^ 



W K\ U 



wodurch, da das Integral rechter Hand a nicht enthält, die Unabhängigkeit 
des Integrals links von a dargethan ist. 



« a 



Dass ein Integral der Form f dy j dxip(xy) stets ein Fotinersches sei. 







folgt endlich auch ganz leicht, wenn man sich die Integration nach y zuerst 



.V 



ausgefflhrt denkt. Denn setzen wir J(p{u)du^^{x)^ so ist: 



a ah 



(6., ß,/ä.^i^)^/^Ü^ä.=/^ä.. 

u 

Lflssl man in dem Integral rechts h unendlich werden, so geht es offenkar 
ober in / — ^-^ dx, so dass man hierbei zugleich den numerischen Werth des 

Fourienchen Integrals erbflit. Diese Umformung rflckwfirts gemacht, kann 
auch dienen, um aus Ji)di9W zwischen den Grenzen und oo conv^genten 
einfachen Integral tiiit FißuHernchoB Integral darzustellen. Denn es ist: 
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ah a ha 

(70 /'P(ic) dx =Jw{xh) h dx ^fdyfdx { V{xh) + xk W {xh) | 

U C) U Ü 

vorausgesetzt, dass hW{xh) mit h verschwindet. So erh&lt man aus: 



OD 

J'a^e-'dx = /'(y+l) 

U 



das Fofiriersche Integral: 

u u 

von dem zu bemerken ist, dass es sich nicht in seine beiden durch das Minus- 
zeichen getrennten Theile zerlegen lässt, weil jeder Theil für sich divergent 
ist. Sonst mässte das Integral absolut convergent sein, was unmöglich ist. 
Ferner findet man aus: 

dieses Fotinersche Integral: 



00 <* 



fdfifdxx-i'y-%\-ii) sin (ajy)+a^ cos (asjr)} = j,. .g? , , 2 > ^ > 0, 
welches fQr ;u = l in das FotfHersche Integral im engeren Sinne: 



00 o 



J dyjdxcos{xy) = \n 



Obergeht. 

Diese Methode, Fotinersche Integrale zu bilden, lässt sich bedeutend 
verallgemeinern. Es sind indessen mit dieser Verallgemeinerung neue, schwie- 
rige Fragen der Integralrechnung verknflpft, durch deren Erledigung der Gang 
der Darstellung der Haupteigenscbaften der Fotirt^rschen Integrale so sehr ge- 
hemmt werden wflrde, dass ich es vorziehe, jene Verallgemeinerung bei einer 
anderen Gelegenheit demnächst zu veröffentlichen. 
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WM. 

X A X ^ 

§. 8. Der Beweis des Hauptsatzes: 1 d^ 1 dxfix)if{x,^) = f(^yd9ji^9i^9)' 

u u 

Herleitung eines Hülfsatzes. 

Den Beweis für den allgemeinen Satz: 

J'diiJ'dxf{x)<p{x,y) = fiO)J'dpy'dxtpix,9) 



o o o 



wenn dM Integral rechts ein Fouriersches Integral ist, werde ich vom 
sehen Integral aus fahren^ wo der Satz dann laatet: Es ist: 



a a 

lim/fix) * {x, h) dx = ^0) lim /* (aj, Ä) dx 



O 



wenn lim f<P {x, h) dx ein Dirichletsches Integral ist. Die letztere Formel 



wird mit der ersteren identisch, wenn man 

h 

o 

setzt. (§.1.) 

Dem Beweise liegt eine identische Transformation zu Grunde, der man 
jedes Integral: 



ff{x)if{x) 



dx 



unterwerfen kann. Unter gewissen besonderen Voraussetzungen Ober die 
Function ({x) fliesst dann aus jener Transformation ein neuer Mittelwerthsats, 
der als das Lemma des Beweises anzusehen ist. 

Wir theilen das Intervall von a bis h in die Theile ^i, (^29 • - • ^«9 

so dass b—a = £d^y und setzen zunächst: 

6 6 

Jf{x)(p{x)dx = f{a)ßp{x)dx+R,, 

a a 

(1 *0 ( wo 



Ä. =ßf(x)-na))<p{x)dx. 
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Dann schreiben wir Ai wie folgt: 

Ä. = /{nx)-ria))<pix)dx+ßr{x)-ria))<p{x)dx. 

Die Transformation (1*.) auf das zweite Integral rechts angewandt, wird es: 

6 b 

Den so umgeformten Werth von Ri in (1*.) eingeführt, findet man: 

6 

1 /f(x)(p{x)dx 

a 
6 6 a+d, 

^ ^ ^ a a+^, a 

WO 

6 

Ä2 = /(nx)-/X(^+d,))(p(x)dx, 

A2 formen wir in der nämlichen Weise um wie Ai; wir setzen also: 

Ä, =firix)-r(a+s,))<pix)dx+j{a<')-na-\-^i))<Pix)dx 

und schreiben statt des letzten Integrals rechter Hand: 

6 6 

{aa+^i + ^2)-na + d,)}f<p(x)dx+f{nx)-f{a+ 
Somit geht (3*.) Aber in 

jf{x)<^ {x) dx = 

a 

6 +{na+S,)-na)}ß>(x)dx+/lr(x)-na))<p(x)dx 

Mf{a+^i+^2Hi<^^i)]/<pix)dx+/(/ixyna+di))^ix)dx, 

WO 

6 

Äs = /{nx)-na+d,+d,))q>(x)dx. 
Auf A, ist BUB wieder die nflmliche Transformation anzuwenden, wie auf R^ 
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und Ro^ und dies Verfahren ist fortzusetzen, bis wir schlies^ch als leiste» 

6 

Glied in dem Ausdrucke fflr /f{x) (p {x) dx erhalten : 

a 

h 

Rn ==/{f(x)-f(a+d,+d2+'- + ^^i))(p{x)dx, 
welches nicht weiter umgeformt zu werden braucht Alsdann ist: 

/h^)(p(x)dx ^ f(a)f(p(x)dx-\^{f(a+ 

(«*•) \ a^hs ^^ 

1 

woftrp=l, ^<y = 0, J<y=(yi; fOr = 2, ^(J^cJi, Id = ^i+S2^ etc. ist 

Dies ist die angekündigte identische Transformation. In Betreff der 
Function f{x) ist jetzt die Annahme zu machen, dass sie von x = a bis a; = 6 
entweder nicht wächst oder nicht abnimmt. 

Wir können dann in der ersten Summe rechter Hand von (n*.) statt 

einer jeden der sämmtlich positiven oder sdmmtlich negativen Differenzen 

p p-i 

f{a+J!o)'-'f(a'\-2!^) ein anderes Integral als Factor zu geben, der Samaie 

dieser Differenzen einen Factor M geben, der zwischen dem grössten und 

b 

dem kleinsten Werth jener Integrale liegt. Wenn das Integral /(p {x) dx von 

M 

6 

dem einen zum andern dieser beiden extremsten Werthe von /(p{x)dx nach 

a + SS 
1 

der Stetigkeit sich ändert, so giebt es nothwendiger Weise mindestens einen 

Werth von x, wir nennen ihn |, für welchen /(p{x)dx genau gleich jenem 

mittleren Coefficienten M wird. Wir dflrfen nun die erste Summe rechter 
Hand in (n*.) schreiben: 

6 

wo^ wenn das Integral /^(x)dx im Intervall u = a ... u = b eine stetige 



' t 
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Function Beiner unteren Grenze u ist^ man bat: 

h 

/• . . ', . . ■ , 

Was die zweite Summe rechter Hand in (»*. ) betrifft, so wollen wir jetzt die 
8 sftmmtlicfa bo gewählt voraussetzen, dass ip{x) in keinem der Intervalle 

a+2!8 biB a+2!if sein Zeichen wechselt. Dann können wir die zweite 
Summe schreiben: 

a + Jts 

p— 1 

1 

Die Differenzen in der Klammer { } sind sSmmtlich positiv oder sAmmtlicfa 
negativ. Bezeichnet man also mit iV eine Grösse, deren Werth zwischen dem 

des grössten und dem des kleinsten der Integrale /(p{x)dx liegt, so können 

. ■ ■ I 
wir die zweite Summe rechter Hand in (h*.) schreiben: 

und ihr numerischer Werth ist kleiner als der numeriische Werth dieser Grösse: 



* \ 



Ich lasse jetzt die 8 verschwinden, indem gleichwohl ihre Summe JS^= b—a 
constant bleibt. Es wird zugleich jedes Integral der Form: 

ü+Jts 



Jq>{x) 



dx 



verschwinden mflssen, und damit auch N. Wir finden so endlieh : 

6 6 

(8.) fnx)s>{x)dx ^ r(a)fp{x)dx'¥M\nb)-r^^^ 

da ja auch fifi—d^) in f{b) übergeht, und wo also M zwischen dem grössten und 
kleinsten Werth liegt, den pp (x) dx im Intervall m^ahis u=s:b erhftlt* Dies 



u 



Jovnal lir MathemaUk Bd. LZIX. Heft 1. 11 
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ist das angekündigte Lemma, Bevor ich es znn Beweis des HanpttolMfs ' 
nutze, seien mir indessen einige Bemerkungen Ober jenen Hülfsatz gestattet. 

Unter der Voraussetzung der Stetigkeit von /(p{x)dx ist demnach: 

u 
b h h ' 

ff{x)if{fc)dx = na)f<p{x)dx+ {f(b) -f{a)}Jtp{x)dx . 
(9.) { « - f 6 ^ . . . 

= MfH> (^) äx + f{b)J^ip (x)dx, b>§> a. 

Diese Formeln *) ergeben sich auch sehr einfach aus der Identität: 

h b i, b 

J{x)(p{x)dx = f{a)J(p{x)dx+/dxf\x)/(p{u)dn, 



/' 



a 



Indem man, unter der Bedingung dass f*{x) sein Zeichen im Intervall von a 

6 

bis b nicht wechselt, einen mittleren Werth des Integrals /(p{x)dx aus dem 



.V 



zweiten Integral herauszieht. Wenn ich gleichwohl zur Ableitung jener Formeln 
mich eines umständlicheren Verfahrens bediente, so hatte dies den Zweck, die 
Benutzung eines dem Gegenstande fremden Elementes, nSmIich des Differential- 
quotienten f{x)^ zu vermeiden. Es konnte der Weg über diese Grösse in 
solchen Fallen nicht unanstössig erscheinen, wo f{x) als die Grenze gewiaacur 
unendlicher Operationen definirt ist, und der Werth des Differentialquotienten 
von der Anordnung bestimmter Grenzübergänge abhängt. 

Besondere Formen dieses Mittelwerthsatzes erhält man, wenn entweder 
f{a) oder f{b) Null ist. Er lautet dann: 

6 b ^ $ 

/f{x) (p {x) dx = f{b)lip {x) dx oder lf{x) ip {x) dx = f^a)/q> {x) dx 



a ^ a 



und erweist sich gerade in solchen Fällen von Nutzen, wo der gewöhnliche 
Mittel werthsatz ffix)(p{x)dx » (p{§)/f{x)dx ( f(x) wechselt sein ' Zeichen 



o 



nicht im Intervall von f{a) bis f{b\ und <p{x) ist i)eliebig aber stetig) nicht 
anwendbar ist. Denn während bei dem gewöhnlichen Mittelwerthsatz die be- 



*) Nach einer mündlichen Mittheilung des Herrn Weierstrass hat er den in (9.) 
enthaltenen Satz bei isiner ganz fthnliolien Gelegenheit f^^funden; in VorleaUngBn^ Ibe- 
nutzt, aber nicht veröffentlicht. 



• / 



j f > ■".' 
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liebige Function vor dem Integralzeichen steht und die der Beschränkung 
unterworfene darunter,^ Verhält es sich umgekehrt bei dem oben bewiesenen 
Bfittelwertbsatz. > ' 

So beweist man mit Hülfe des neuen Mittelwerthsalzes z. B. den Satz^ 

dass, wenn /(/?(a?)rfa? cöovergent ist, und f(x) von einem bieliebig grossm 

n 

Werthe von xnn nicht mehr zu- oder nicht mehr abnimmt mid eadlieb Ueibt^ 

OD 

äoch jf{x)(p{x)ix ein an der oberen Grenze eonvergeiites Integral ist. Ist 
das Integral lip{x)dx absolut convergent, so ist der Satz bekannt und ander- 
weitig leicht nachzuweisen. Ist jedoch ß(p{x)dx alternirend convergent, so 



u 



mftssen wir den neuen Mittelwerthsatz benutzen. Danach ist: 

B IB 

ff{x)(p{x)dx :^ r{A)J'(p{x)dx+f{B)fip{x)dx, B>S>A, 

Lassen wir A und B unendlich werden, so verschwinden wegen der Con- 
verjgfienz von f(p{x)dx und wegen 5>>|>^ die beiden Integrale rechts 

imd folglich das Integral links, weshalb ff{x)(p{x)dx convergent sein muss. 



^''' * §. 4. Beweis de« Hauptsatses. 

^' Ich werde den Satz zuerst beweisen für den Fall, wo die Functioii 

unter dem Fatirterschen Doppelintegral nur vom Product xy abhftngt. Setzt 

man /(p{x)dx = 4>{u\ so isl / dyj dx (p (xy) = \\m/ — ^^^rfor, und es ist zu 
beweisen 



NacV dem Mittelwerthsatz: 

. ..ff{x)<p{x)A>:^na)Jip{x)dx-\-{f{ß)^.fia))U{xydx 

a a y 



•• .11. 



a 

= na)ß>{x)dx+fiß)/cpix)dx 



11 
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ist: 

a 



Y 

vorausgesetzt, dass f{x) von /'(O) bis f{b) nur xu- oder nar abnimnit. Diese 
Gieictiangen addire ich, verftjidere die Variabelo unter den Integralen rechter 
Hand und erhalte: 



y>w^ 



0(a*) 



dx 




nh ah ^,A bh 

OD 

— ^ muss so beschaffen gedacht werden, dass das Integral / — ^^dx an 



ß 



— ^-^dx stets verschwindet, 

wenn a und /:^ unendlich werden. Nun lassen wir in der vorstehenden Formel 
gleichzeitig a verschwinden und h unendlich werden, jedoch so, dass ah uii- 
endlich wird. Wir setzen beispielsweise a = A~*. Alsdann reducirt sich die 

OB 

rechte Seite auf das eine Glied f{0)/ — ^^^dxy da das zweite Glied wegen 
des Factors fi^)—'fiO)^ das dritte und vierte wegen der Convergenz des In- 

tegrals / — --^ dx, und weil a<Z§i<Zb ist, verschwindet. 
Es folgt also 

(10.) ita/(.)*a3^=rtO)/5^i. 

oder, wenn a statt 6 geschrieben wird, die zu beweisende Formel. Die Be- 
schränkung der Function f{x) werde ich beim allgemeinen Beweise aufheben. 
Angenommen dies sei geschehen, so ist hierdurch nicht allein der Fourtersclie 
Satz im engeren Sinne (für ^ (x) = sin x) bewiesen, sondern u. a. der Dirick-- 

letsche Salz. Denn setzen wir f{x) = — r^-^, *(a?) = sina?, so hat man 

8111 2C 

wegen lim^^— ; — = 1 : 

8in^ 
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a ^ a OB 



wo a<;7K angenommen ist, da sina; fftr x^n verschwindet. Am Schlüsse 

a 

des Abschnittes werde ich Obrigens lim lf{x) -^ — ix fflr jeden Werth von 



a bestimmen. 

Um nun den Hauptsatz ganz allgemein zu beweisen, erinnere ich daran, 

a 

dass, wenn, der Definition des DtriciUe^schen Integrals gemAss, lim /^ {x^ h) dx 







eine von a unabhängige, endliche Grösse A ist, dies fflr jeden noch so kleinen 
Werth von a gelten muss, mit andern Worten, dass in: 



a 

lim /*(aj,A) fite = A 





a kleiner gedacht werden darf, als jede noch so kleine gegebene Grösse, 

a 

eben weil die Grenze \im/4>(x,h)dx vom Werthe von a unabhängig ist. 



Da nun auch 

limnP{Xyh)dx = lim /*(a?, A)ifcr+lim /*(ar, A)rfa? 

a 

von b unabhängig und ^=rA ist, so ist: 

6 

lim/*(a?, A)rfar = 0^ 

a 

wenn a eine beliebig kleine von Null verschiedene Grösse vorstellt. 

Endlich kann 

ß 

a 

wenn a und ß innerhalb der Grenzen bleiben, innerhalb deren das Integral 

a 

rP{xyh)dx ein DincAfe/sches Integral ist, niemals unendlich werden*). Da 



*) Wenn die Function 4^(x^ A) mit A=oo unbestimmt wird, so ist die krummlinige 



Begrenzung des FIftohenranms /^(ßß, A) dx eine kammartige Gurre oder Cfefieide (E. du 

a 

BaU^Reymand) dereii Zähne mit unendHcfa werdendem A unendlich schmal werden. Man 
könnte vielleicht die Vorstelluog haben, es wftre möglich, dass stellenweise iet Flichenin- 
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wir Unstetigkeiten des Integrals fp {x^ h) dx als Fonction seiner Grenzen nicht 
ausschliessen wollen, so werden wir den Hiltelwerlhsatz in der allgemekieren 
Form de^ Lemma des vorigen $. anwenden. Wir haben dann zuerst: 

a a 

wo Jlfi nicht numerisch grösser werden kann als der numerisch grösste Werth von : 

Lassen wir nun in obiger Gleichung k unendlich werden, so verschwinden 

/> . .. '. 

\\m/<P{x,h)dx und limJlfi. Folglich erhalten wir 



n 

6 



(11.) \\myf{x)4>{x,h)dx = 



M 



für beliebige positive Werthe von a und b. Dies ist ein Theil des Hauptsatzes. 
Femer setzen wir: 



a a 



ß{x)4>{x,h)dx = f{0)f4»{x,h)dx+M{f{a)-nO% 

4) 

h b 

ff{x)4>{x,h)dx = na)f4^{x,h)dx+M,{r{b)-na)\. 

a n 

Durch Addition folgt: 

b 

f<P(x,h)f(x)dx 

n 
a b 

= f(0)fp(x, h)dx+r(a)/4>(x, h)dx+M{na)-rm-^-M,(f(b)-r{Oj). 

o a 

In dieser Formel können Jf und Jf| nicht numerisch grösser werden eAa der 
numerisch grösste Werth von respecHee: 

a h 

/4>{xyh)dXy 0<iu<ia; I4>{xyk)dxy a<C«i<6. 



halt jedes •olchen Zaboes unendlich werde ^ und diaas das Integral zwischen, eiijl« 
entfernten Grenzen keinen unendlichen Werth erhalte/ wenn die zahnartigen Flächen- 
rftnme abwechselnd positiT und negativ wäreB, allein ebige Ueberlegang^gt» ^dws 
das Integral dann mibe$timM sein mQsste« 
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» 

Wir lassen jetzt k unendlich werden. Das erste Glied rechter Hand redncirt 
sich auf: 



a 



/'(0).lim/*(x,A)rfx, 
wird also von a unabhängig. Das zweite Glied wird Null, wegen 

6 

lim /* {Xy K) rfa? = 0. 



Aus demselben Grunde wird das vierte Glied Null, da a<Ctf|<C& ist. Was 
endlich das dritte Glied l\mM{f{a)—f{0)) betrifft, so ist es der Unterschied 
zwischen den Grössen: 

\mff{x)^ {x, h) dx, f{0) liny* (a:, k) dx, 

ist alsOv da diese beiden Grössen von a unabhängig sind, gleichfalls von a 
unabhängig. Dann kann es aber nur Null sein. Denn da a kleiner gedacht 
werden kann, als jede noch so kleine gegebene Grösse, M aber nie unendlich 
ist, so iit auch M{f{ay—f{0)) kleiner als jede noch so kleine gegebene Grösse, 

also Null. 

Es ist daher unter der Voraussetzung, dass f{x) zwischen den Grenzen 
a und 6 nicht zunimmt oder nicht abnimlOEif : 

6 b 

(12.) \\mf<P{x,h)r{x)dx ^ r{Q)\kmß>{x^k)dx. 

Nimmt nun f{x) von x^O an bald zu, bald ab, und wird . ausserhalb des 
Punktes or = beliebig oft unstetig, so wendet man die durch den DiricMet" 
sehen Beweis hinlAnglieb bekannten Zerlegungen an, um zu beweisen, dass 
die obige Gleiehong auch dann noch stattfindet. Ebenso kann man zeigen, 
ganz ähnlich, wie von Dirichlet geschehen ist *), dass der Satz auch gilt, wenn 
f{x) für einzelne Punkte ar = ai, x^a^^ ... derart unendlich wird, dass die 
Grössen (a:— ai)/'(ar), (a:— «jJA^) • • • für diese Punkte endlich bleiben, mit 
andern Worten, dass das Integral ff{x) dx, über diese Punkte erstreckt, nicht 
unendlich werde. 

Geht man vom Z)trtcA/efechen Integral zum Fotfrjerschen Ober, indem 

man ^{x,h) = hp(Xyy)dp setzt, so ist also für eine bdiebige Function f(x) 

« II .' ■' ■ ■■•..■ 



*) • Bd. XVII, pag. 64 dieses Journals. 
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die Gleichheit: 

(13.) fd^fdxf{x)if{x,i) = mfydxq>{x,^] 

O U 

vollständig bewieeen. 



§. 5. Verallgemeinerung des Hauptsatzes. 

Dieser Satz ist noch einer bemerkenswerthen Verallgemeineriing in 
Beziehung auf die Function f{x) fähig. Am ganzen Beweis ist nämlich nichts 
Wesentliches zu ändern^ wenn wir annehmen, dass f{x) nicht allein von x 
abhängt, sondern eine solche Function f{Xy h) auch von k ist, die fftr jeden 
Werth von hj incl. A = oo der nämlichen Einschränkung in Bezug auf ihr 
Unendlich werden wie oben die Function f{x) unterworfen ist, und die für 

--- = 0, a; = 0, welcher Beziehung gemäss man diese Veränderlichen auch 

verschwinden lasse, den nämlichen Werth erhalte. Eine solche Function ist: 

+ ag+^ -t-y ^^^^ ^.^j^j X ■yax'^Y ^ ^^^^ setzen wir in letzterem 

Ausdrucke h = — und dann x=0^ so wird er ^7^^ , also von ili abhängig. 
Der so verallgemeinerte Satz lautet in DfricU^fschen Integralen: 



a 



(14.) lim^(aT, A)*(rr, h)dx = lim/(0, h) . \mpP{x, h)dx. 
Dass diese Verallgemeinerung gestattet ist , leuchtet ein , wenn mni 

6 a 

bedenkt, dass die Gleichungen \\mpP{Xyh)dx = 0, lim /^ (o;^ A) = ^ nicht bloss 

gelten, wenn a und h feste Werthe sind, sondern auch, wenn sie sich mit k 
verändern und mit A = cx> in feste Werthe lima^ lim 6 tlbergehen. in der 
That ist: 



Hm 6 liuia 



/<Pix,h)dx = /'<Pix,h)dx+/'P(x,h)dx+/4>(x,h)äx. 

n iiin a n lim 6 

Das zweite und dritte Glied rechts verschwindet mit A = oo , wenn a von 
Null verschieden ist, und das erste Glied rechts verschwindet nach dem 
früheren ebenfalls an der Grenze A = <x). 

Nun wird es offenbar stets einen so grossen Werth von A geben, tob 
welchem an bei fernerem Wachsthum dieses Parameters die Anzahl und Reihen- 
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df(x K) 

folge der Werlhe von f(x, A), in denen ^V sein Zeichen wechselt; sich 

nicht mehr verändert Die entsprechenden Werthe von x im Intervall 0...& 
seien der Reihe nach aj, Os, . . . a^^ so kann man also ohne Weiteres nach 
dem oben angegebenen Verfahren den verallgemeinerten Hauptsatz für die 
Intervalle 0...ai, a|...a2, a2^..(h^ ••••) a^....^ beweisen. Nur in dem Falle, 
wo limai = ist, bedarf es eines kleinen KunstgriiFs. Es sei z. B. f{ai^h) 
ein Maximum. Wir addiren zu f(x^h) die Function ax. Alsdann entspricht 
dem Werth ai von x kein Maximum von f(x^h) + ax mehr, und es fällt fflr 
h = OQ kein Maximum in den Punkt x=0. Es ist aber : 

n a a 

lim/{f{x, h) + ax) * {x, h) dx = lim/f (x, h) * {x^ h) dx + Wm/ax * {Xj h) dx. 

<i (I o 

« i 

Der. zweite Term rechts verschwindet wegen des Hauptsatzes, und es folgt: 

a a 

\\mjf{x, h) * {x, h)dx ^ lim {f{x, h) + aaj)x=o • lim/*(a?, h) dx 



O a O 



= lioi/'(0, h) . lim y* {x, h) dx. 

b 



In Fotirierschen Integralen hat der so verallgemeinerte Hauptsatz eine weniger 
einfache Form und lautet: 

* f rj y OD " 

{\b4fdufdx\f{x,y)ip{x,y)-^^J^^ 

Folgendes Beispiel soll zeigen, wie dieser verallgemeinerte Hauptsatz 
dazu dienen kann neue DiWcA/e/sche Integrale darzustellen. 
Wir setzen: 

J ^(x^hk) dx J X ' 

Wenn ^ (a^ K) mit unendlich werdendem A gegen eine von a unabhängige, von 
limi//(0, A) verschiedene Grenze convergirt, so ist J ein DtWcA/ß^sches Integral. 
Ps Sßi: 






Zanftchst ist y/(0, A) = 0, ^>{a, oo) = oc and -^ wechselt von x=^0 bis a;=a 

Jovnial ffir Mathematik Bd. LXIZ. Heft 1. 12 
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sein Zeichen nicht Hithin ist: 

Nun schreiben wir xh\pi[xyh) stall tp{x,h) und h\p\{x,h) statt — g^~9 ^ dsaä: 



a 



J X ViC«5*) 

wird. Ein Blick auf die Functionen V^i(^^A) und V^l(ar^A) lehrt, daas' 

eine stetige Function von x und & ist und fflr a:=0 völlig bestimmt and ein- 
deutig ist; wie man auch gleichzeitig x verschwinden und h unendlich werden 
lasse, findet man immer lim^^^o^ ^^^ /(o*^ A) = 1 . Wendel man den verallge- 
meinerten Hauptsatz auf das Integral / an, so ergiebt sich: 

oder endlich: 

Diese Forikiel zeigt, dass der Factor von xh im Argument der Fnnötioii 4^ 
auf den Gren^werth des Integrals ohne Einfluss ist, da man hat: 

\iu,f^4>{xh) = \\mf^<P[x)=^f^^dx. 

%/ X \J X 'ß X 

u 

Setzt man in jenem Integral | statt xh, so wird es: 

und wenn man in der oberen Grenze und unter dem Integralzeichen 'k ':=' ab 
setzt, so folgt: 

also das nämliche Resultat. Ohne nähere Prflfung ist es indessen nicht erlanlit 
in der Grenze und unter dem Integralzeichen ein und dieselbe Grösse unend- 
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lieh zu setzen, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde, so dass 
die letztere Umformung keine Beweiskraft besitzt. 



§. 6. Untersuchung eines Falles^ wo die Function /X^) die Bedingung des Haupt- 
satzes in Bezug auf ihr Unendlichwerden nicht erfüllt. 

Wenn die Funcfion f{x) anders wie in der angegebenen Weise un- 
endlich wird, so kann gleichwohl das Dirichletsclte Integral einen bestimmten 
Werth erhalten, nur sind dann besondere Untersuchungen nötbig, um diesen 
Werth festzustellen. Dies ist der Fall beim eigentlichen Dirichletschen In- 

a a 

1 /*^' V Finte j /'^f(PÖ sinfcr j ,. „ .• •,. . xfCx) 

tegral /f{x)— — rfx = / . ^ dx, wo die Function F(aj) = -4!^ 

unendlich wird wie , so oft x ein Vielfaches von n erreicht. Ich 

X — mn 



a 



/'* um hx 

f{x) — : — dx für einen beliebigen Werth von a 

I) 

ableiten. 

F (x) 
Ich nehme an, eine Function F(ai) habe die Form — '-^^^^, wo F.(ar) 

von x = (wi— 1)71 bis aj = (w+l):^ endlich bleibt. Dann sei: 

a 

j /' sinfcr F,(a?) ^^ ^-^^^ 
J X x—mn ^ 

Von diesem Integral betrachte ich den TheiL in dem — '^ unendlich wird, 

X — flitl 

also ein Integral genommen von vm — a bis m^i + oe. Wir haben alsdann: 

m7i+o -fo 

/* sinÄa? F, (j?) . /'sin Ä (a? + mn) F. (jr + mri) , 

X x — mn J X x-\-mit 



mit-^a "•" 



Unter der Voraussetzung, dass h eine ganze Zahl ist, wird das letztere Integral : 

r ■ . -Vm 

^ ^ n/ X x-{-mn ^ 

— a 

and wenn man k anendlieh werden lässt, folgt: 



Beim /)irtcA/e<schen Integral ist F{x) = . ^ • Setzt man 

Slu X 

■ ■ ' . . ' » 

sin« = (x— «71)1 (—1)"+ (x—mn)* i(«)}, 

12» 
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wo Ji{x) für reelle x endlich bleibt, seist man also: 

ri{X) - (^^i>^m^Qp_fnnyX(ixy 
so wird: 

Hieraus folgt auf der Stelle durch die üblichen Zerlegungen: 

(16.) 



wo In das grösste in a enthaltene Vielfache von n bedeutet. 



III. 

6 

§. 7. Anwendung des Hauptsatzes auf Integrale der Form /f(^)4^(A(^)i A)cte. 

a 

Der in §. 4 bewiesene Hauptsatz dient u. a. um eine noch allgemeinere 
Klasse von Integralen auszuwerthen. Ich nehme vom Integral 

+6 a 6 

j^{XyK)dx = f4^{—Xyh)dX'\-ß4»{'\-Xyh)dx 

—a u 

an, dass es mit ins Unbegrenzte wachsendem h einen von a und b unabhAngig-en, 
von und oo verschiedenen Werth erreiche: Es soll also die Function ^ so 

A a 

beschaffen sein , dass sowohl /* (— Xy h) dx als /* (+a:, h) dx ein Dirichlel- 



IJ 

a 



dx, /rfa? Ae'*'*', etc. findet dies Statt, dagegen 



u u 



1* 

nicht bei idxhi'^^y etc. Folgender Beseichnungen werde ich mich bedienen: 





a a 



\\xaf4>{Xy h)dx = ^+, lim/*(— a:, h)dx = A^. 

fl 
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Alsdann ist; 

+6 -6 4-6 

lirny*(a:, Ä)(te = ^++^, limfi^{x, h)dx = lmj^{x, h)dx = 0. 
Die im Folgenden abzuleitende Erweiterung des Hauptsatzes bestellt 

6 

darin, dass ich zeigen werde, wie, wenn in /4>{Xy h)f{x)dx das x in ^{x^h) 

o 

durch eine ganz beliebige Function X{x) ersetzt wird, man den Werlh des 
Integrals 

\\mf<P{X{x),h)f{x)dx 

zwischen beliebigen Grenzen angeben kann. 

Ich erinnere vorher an folgende demnAchst besonders häufig anzuwen- 

6 

dende Regel bei Substitutionen. Wenn y.:s:zl{w) in jF[X{x))dx von x=^a 

a 

bis x=^x^ wächst, von x=^x^ bis x = 6 aber abnimmt, so ist 

Jm-))ds =/>(,)^ -/F(y)^ . 

a xr^a, y^X (a) x=6, j^X (6) 

Im zweiten Integral rechts ist ^\x) negativ und in beiden Integralen wächst 
y^ das Argument der Integration von der unteren zur oberen Grenze. 
Bei der Untersuchung des Integrals 

\\mf4>{X{x\h)f{x)dx 

wollen wir es nacheinander zwischen solchen Grenzen betrachten: 1) zwischen 
denen X{x) stetig und von und oo verschieden bleibt, 2) zwischen denen 
l{x) unstetig wird, 3) zwischen denen l{x) unendlich wird, 4) zwischen 
denen l{x) verschwindet. 



§. 8. BeatimmuDg von lim/<P{X(x),h)f(x')dx, wenn X(x) zwischen dien Grenzen 

des Integrals nicht verschwindet 

Wir betrachten 1) ein solches Intervall von a Hb ß, vro l(x) weder 
unstetig noch unendlich wird und nicht verschwindet. Dieses Intervall theilen 
wir in solche Strecken it.«. ai, a|...a2, . . .^ »n^i»*»ßß in denen jt(a;) nnr 
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wächst oder nur abnimmt. Wenn l{x) von a^ bis ctj^^i wächst, so wird s^in^ 

In dem Integral rechts durchläuft ^ die Werthe von ß^ bis ^^^ , 

während f von ^.(0^) bis ^(ofp+i) geht. 

/Tip') 
Wenn nun 777-4- im Intervall von x^a bis a: = a^+i nicht stärker 

unendlich wird, als zulässig ist, damit /-y^—Y ^^ ~/A^) ^ endlich bleibe, so 

li^p) "'' . . 

ist nach dem Hauptsatz 

Ganz ebenso beweist man, dass Mm /<h(i.{x)^k)f{x)dx verschwindet, wenn 



'9 



l{x) von a^ bis a^^i abnimmt. Daraus folgt dann: 

/ 
Y\mJ^{X{x\h)f[x)dx = 0, 

a 

ß 

wenn 1 f{x)dx endlich ist. 
ff 

2) Der Fall, wo im Intervall von a bis ß für a^i eine Unstetigkeit 

von X {x) vorkommt, ist leicht zu erledigeti. Man hat, wie Hblich, das Integral 

ß X, ß 

f4>(l{x\h)f{x)dx dann aufzufassen, als die Summe der Integrale f+f^ iß 

deren Integrationsintervall keine Unstetigkeit mehr stattfindet. 

3) Die Function l{x) werde für einen Werth x=^a unendlich. Es 
gilt dieser Satz : Wenn eine Function X {x) von x für einen Werth a? = a 
derart unendlich wird, dass sie von einem beliebig nahen Werlh a±B bis a 
nur wächst, so wird ihr DiiTerentialquotient a{x) ffir x = a ebenfalls unendlich 
und zwar stärker unendlich wie X{x). Dass l\a) unendlich wird, kann man 
leicht analytis^ nachweisen^ es leuchtet auch durch die geometriBcbe Anschauung 
unmittelbar ein. Dass a{x) stärker unendlich wird, wie it^x), folgt darwis, 
"dass A'{ar) überhaupt unendlich wird. Denn da mit jl auch log it^ mit lo9>l 
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auch -y- unendlich wird, so wird X* stärker unendlich wie L Diese letztere 
Bemerkung brauchen wir indessen hier nicht. Wegen k(a) = öo haben wir: 

Während S von l{a) bis oo geht, geht -jrf^ von 4rr^ ^^^ Null. Wofern 

also f{x) in der Strecke von a bis ä die Bedingungen des Hauptsatzes erfüllt, 

Igt stets: 

« 

limy* {l {x\ h)f(x) dx ^ 0, 

a b 

woraus dann durch Zerlegung folgt, dass das Integral lim / wenn man Aber 

den Werth a, fflr welchen l(x) unendlich wird, hinwegintegrirt, gleichfalls 
verschwindet. 

Die Resultate dieses § fassen wir in dem Satz zusammen: 

Wenn l {x) in dem Intervall von x=^a bis x = b nicht verschwindet^ 

b 

tauf ff{x)dx endlich tat, »o itt: 



17.) Iimj4>{l(x\h)f{x)dx = 0. 



■ . ■ ■ 

§•9. Bestunmung von lim/0(^k(x),h)f(x)dXf wenn X(x') zwischen den 

Ghrenien der Integration verschwindet. 

Wir untersuchen jetzt den Fall, wo l{x) für einen zwischen a und 6 
gelegenen Werth a verschwindet, und setzen voraus, dass a und 6 so nahe 
an a liegen, dass k{x) in jeder der Strecken a...a, a,,.b nur abnimmt oder 
nur zunimmt. 

Wir betrachten zuerst das Integral 

6 

y4>{l{x),h)f{x)dx. 

Der numeriscbö Werth von i(x) nimmt von a bis 6 zu, übrigens kann l{x) 
in diesem Intervall positiv oder negativ sein. Ist l(x) negativ, so wollen wir 
dafür schreiben — it|(x), so dass l{x) und li{x) positive von x = a bis rr = 6 
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zunehmende Grössen vorstellen. Jenachdem X{x) positiv oder negativ ist^ 
l^It also die obere oder die untere der Gleichungen: 



i 



wegen Ä(a) = 0. Während f von bis l{b) respectiee ii(6) g^ht, durch- 
Lufen ^ ..d p. die Werthe ,.. -^ „.d ^ bi. ^ «id 

JlL^- Wenn -r^^ und :,^i endlich sind, hat man mithin nach dem 

HaupUati : 

1) für X{a + da) positiv: 

fr 
(18.) lim/*(i(x), h)nx)dx = +^±g^^, 

> 

2) für k{a+da) negativ: 



(19.) lim/*(A(x), A)Ax)dx = +^^^^ = -0±g^_. 
Was das Integral 

f0{X{x\h)r{x)dx ^f^{hh)^d^ 

a Ha) ^ ^ 

betrifft, so nimmt der numerische Werth von l{x) von a bis a ab, oder ^ nimmt 
ab von X[a) bis Null. Schreiben wir also wieder ^? und — iifa:), wenn 
;t(cx — da) negativ ist, so gilt, Jenachdem il(a— cfa) positiv oder negativ ist, die 
obere oder untere der beiden Formeln: 

(20.) litn/<P{l(r),h)nx)dx = -lim/'^(§, h) ^d^^-^^^A^ 



a . U 

a i,(a) 



(21.) \mf<P{l{x\ h)r{x)dx = -Uin/*(-|, A)/^ rf| - +feF/-' 



Nun können vier Fälle eiutreten: I. A(a — da)<CO<C>l'(a + da), 
II. A((r-rfa)>0>i(«+da), III. A(a+da)>0, Ä(a+da)>0, IV. Ä(a-rfa)<0, 
;i((X+da) <C0. Man erhalt in diesen vier Fällen für das Integral .; 

b 

J<P{}.{x),h)f{x)dx 
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folgende Wertbe: 



*• ^ A'(o- 0) ^- ^ Ä'(a+0) ^+ ' 



(»2.) 



"*• X' («- 0) "*+ ^ A'(«+ 0) + ' 

Nun kann A(x) noch fflr x=a und fttr x=c6 verschwinden. Man erhält dann 
Bach dem Frftfaeren die Werthe: 

1.) A(a) = 0, A(fl+rfa)>0, liin/*(A(«), A)/'(ar)rfx = + ^±g^H., 



>+«)^_. 



fr 



(23.) 



A(a) = 0, A(«H-rfa)<0, lim/* (i (x), Ä) A») dx = - ^±^ ^ , 



a 

6 



.) i(6) = 0, i(ft-rfft)>0, Km/*(A(x),*)/'(x)<fe = -^3|^^, 



a 
6 



A(6) = 0, i(6-<*6),<0, lim/*(Ä(a:),*)A*)*« = +^3T)^- 

§. 10. WertfabestiminnDg ieBlntegr9h]im /0{X(ai),h')f(x)dx, wenn l(x) zwigchen 
den Greosen der Integratum einen gans beliebigen Veii«vif bat» 

Die Ergebnisse der beiden vorigea Pan^aphen reichen ans um den 
Werth des Integrals 

fp{x{x),k)nx)dx 

a 

zwischen beliebigen Grenzen a und b, und wenn l (x) im Integrationsintervall 
einen beliebigen Verlauf hat, anzugeben. Nur ünaginAre ^Werthe gestatten die 
der Werthbestimmung zu Grunde liegenden Convergenzbedingungen im All- 
gemeinen niohL 

' ^ Nehmen wir insbesondere an, dass !(«) eine beliebige gesetzmAssige 
4>der gesetzlose Function von x ist, die zwischen den Grenzen a und b beliebig 
stark unendlich werden darf, und welche fflr die Werthe 

^> *> «15 «a^ • • • «•> Ä^ Ä^ • • • ßm9 
Joand fZr Matkenalik na. LZDL Heft 2. 13 
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von X verschwindet, und zwar so, dass k (x) beim Durchgang durch eine WanMl 
a wächst, beim Durchgang durch eine Wurzel ß abnimmt, nehmen wir ferner 

an, dass :,. \ in den Wurzeln a und ß stetig i^t, und l' (x) dort nicht ver- 

A (X) 

schwindet, so ist: 

b 

l\mf^{l{x\h)f(x)dx 

(24.) ( / 

- +L^A T^^A 4-(A 4-A ^'^t^^^iA A^A )'^E^ 

wo in ±jjY^A^ und + [trl^ ^± ^^s obere oder im untere Zei 

nehmen ist, jenachdem X{a+da) und l{b—db) positiv oder negativ ist. Ver- 
schwindet X{a) oder l{b) nicht, so fallen die bezüglichen Terme fort. 

Der in §. 4 bewiesene Hauptsatz folgt aus diesem Satz zurück, wenn man 
l{x) =x setzt, da dann l{x) für fl: = verschwindet, l'{x)=^ 1 ist, und k(x) 
beim Durchgang durch x = wächst. 

Wenn f{x} in den Wurzeln von k(x)=^0 von und oc verschieden 
ist, sind die Terme der Summe nur dann von und oo verschieden, wenn 
A(a:) für a? = ffp, ^ = ßp wie x—a^, oder x—ß^ verschwindet. 

Nimmt man an, X{x) sei stetig, werde nicht unendlich und habe nur die 
Wurzeln or^ und ßp, in denen es sein Zeichen wechselt, so folgen sich die Wurzeln 
a^ und ßp auf diese Weise «i, /9i, «2^ ßi^ -. -^ wenn «i die kleinste Wurzel 
im Intervall a. . . b ist. Schreibt man statt dieser letzteren Reihenfolge Qi^ (>„ 

(»3, ... und nimmt an, dass k(a) und k{b) nicht verschwinden, so hat man: 

b 

(25.) lim/4>iX{x)\k)r{x)dx = iA^+A_)\^-M-+- 



a 



Setzt man nun f{x) = i!{x)F{x\ so folgt hieraus: 

6 



.. (26.) liin/*(A(x), h)F{x)di.{x) = (^^+^_){F'(p,)-F((.0 + -}, 



a 



eine sehr allgemeine Snmmationsformel ffir einfach altemirende Reiben. 

Diese Resultate sind noch einer Verallgemeinerung fähig, wenn nimlidi 
l und /als Functionen von arund h angesehen werden, die mit ina Unbegrenzte 
wachsendem h gegen bestimmte Functionen von op eonvergiren. Indessen 
gehe ich -auf diese Allgemeinheiten, die erforderlichen Falls mit HflUe v4ar 
dargelegten Principien leicht ihre Erledigung finden , nicht weiter ein. ioh 
werde nur noch zeigen , dass die Fimriersche Formel in ihrer gewöbnlicheja 



l!« 
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Gestalt «Is ein Bebr speoieUer Fall der obigen allgemeiiiM Formel anmseben 

h 

ist. Denn /^(a:, Jf)rfy = 4>(xyh) gesetzt, hat man: 



6 




dyjdx(p{l{x\y)f{x) = \\mj4>{l{x\h)f{x)dx. 

«Ja a 

Wir setzen X(a:)=sa: — a. Von a nehmen wir an, dass es zwischen a und h 
liegt. Dann verschwindet ^(o^) zwischen den Grenzen ä nnd h nut einmal 
und zwar fiär x-^a.^ durch welchen \Verth es waclisend hindurchgeht. Wegen 
Ü [a) = 1 wird also : ' 

/ 810 X 

Setzt man dann (p{x,y) = ooB{xy)\, so wird A^ + A^^/ dx^n^ und 

X ö — CO 

dyjfdxcos{y{x—a))f{x) = 7if(a)^ welche Formel fflr a = —oo, 6 = +00 in 

a 

die Fönnersche Formel flbergebt. Ich bemerke noch, dass wenn ili(^) fDr 
keinen reellen Werth von x verschwindet, der FoffHerschen Formel die 19 
den Anwendangan manehmat: ndtzliche Form 

. - yrf»/*rcos.(yi»(a?)(a!-«))/'(a;) ^ ^j^ 

• ■ . - • ^ • . . • -■•,-■ 

gegeben werden kann. 




Untersuchung der Cönvergehz des von der Ebene z = nnd det 

Oberfläche jr =* 9 (ay) eingeschlossenen Voluma. 

§. il. Allgemeine Vorbemerkungen. 

Wir würdep uns nicht eines vollen Yerstfindnisses der analytischen 

^enschaften der F^^erschen Doppelintegrale erfreuen, wenn wir es uns 

- • . - ' ■. ■ ■ , 

versagten, . die Convergenz der von ihnen dargestellten Volumina, wenigstens 

" ■'■•■■•■-■■. » tt 

im einfacbaten Palt, wo imhttefpni Ydy/dx^ die<Fsaction 9 nur dasProduct 
0!^ enthfilt, eingehender zu untersuchen. Voraus schicke ich einige bauptaiehHch 
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Erörterongen entBoniHiene Begriffsbestiinmiingmi über Cf^nvergenM 
der Volumina. 

Das zu betrachtende Volumen sei beg^renzt von einer OberflAche «=9>(^>y)9 
von der Ebene «=0, den Ebenen x = 0, y = und einer Cylinderflftche 
/^(^^y) = 0, welche die xy-Ehene in der Cnrve ,**(a:, y)=0 schneidet, von 
der ich annehme , dass sie von allen vom Punkt x = 0, y = im positiven 
Quadranten ausgehenden Radienvectoren einmal aber nur einmal geschnitteii 
wird. Die Gestalt der Begrenzungscurve /ti(a:^y) = denken wir uns variabel. 
Das Volumen ist alsdann abfolut convergent, wenn es sich stets einem end- 
lichen Grenzwerth nähert, man mag die Radienvectoren alle oder zum Theil 
und zwar mit beliebig verschiedener Stfirke unendlich werden lassen. Diese 
Definition ist im Princip identisch mit der, dass das Volum absolut convergent 
ist, wenn es auch convergirt, seine negativen Bestand theile als positiv in Rech- 
nung gezogen. Wenn das Volum sich verschiedenen Grenzen oder keiner festen 
Grenze nähert, je nach dem Unendlichwerden der Radienvectoren der Curve 
ff'{x^y)^ ist das Votum bedingungsweise coneergent, endlich wenn es keine Art 
des Unendlich Werdens der Radienvectoren giebt, für die das Volum sich einer 
festen Grenze nähert, ist es divergent. In unserem Falle liegt eine sehr meiir*- 
würdige bedingungsweise Convergenz vor. 

Was zunächst den Bau der Oberfläche z=^q>{xg) anbelangt, so sind 
ihre Niveaulinien Hyperbeln, deren Gleichung a:y = constans ist. Somit hat 
z. B. die Oberfläche j9 = cos(a;y) im Allgemeinen folgende Gestalt: In den 
beiden Coordinatenaxen x und y ist js = 1 , von da ab setzt sich die Ober- 
fläche wellig in die vier Quadranten fort. Im positiven Quadranten geht die 

Oberfläche durch die xy- Ebene in der Hyperbel xy = -^^ fällt bis zum Mi- 
nimum js = — 1 in der Hyperbel xy = n^ geht dann wieder durch die ay- 
Ebene in der Hyperbel xy == ^ ? ^* ^- f* ^ ^^^ übrigen Quadranten ist die 

Gestalt der Oberfläche ganz ähnlich. Die Schniltcurve der Oberfläche mit 
einer Ebene, in der x oder y constant ist, ist allemal eine Cosinuswellenlinie 
mit congruenten Wellen. Betrachten wir zweitens die Oberfläche J5=^'^(l—ajy), 
Sie beginnt mit ;$ = 1 Ober den Axen x und y, verläuft dann Aber der st^ 
Ebene bis zur Hyperbel ory = 1, geht dort unter die xjf- Ebene, und verbleibt 
darunter, um sich ihr im Unendlichen asymptotisch zu nähern. Ihr negntiiM» 

Maximum fällt in die Hyperbel xg^2^ wo « den Werlh ~7==0,13535... erhfilt 
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§. 12. Einfachste Fälle der Convergenz des Volums unter der Oberfläche 

Unsere Untersuchung des Volums / / dx dy (p (xy) wird darin bestehen, 
dass wir eine Anzahl solcher Volumina mit verschiedenartigen Begrenzungen 
bestimmen. 

1. Die Basis des Volums\sei begrenzt durch die Linien 

aj = 0, jf == 0, y = Ä, x^ a. 
Dann ist das Volum:. 

ha ah 

(I U 

X 

(wenn wir vfieiev /(p{x)dx = 4^(x) setzen). Dieses Volum convergirt, ob 

u 

man a endlich lässt und h unendlich werden Iflsst, oder umgekehrt verfahrt, 
oder a und h gleichzeitig unendlich werden lässt, gegen die nftmliche Grmize 

OD 

— ^^dx. Dieses Resultat hat geometrisch etwas Befremdendes, da wir 

X 



wissen, dass der an a; = anliegende unendlich schmale Streifen fQr sich 
allein gegen / — ^^ dx convergirt, wenn er ins Unendliche veriängert wird. 



Nun muss der völlig symmetris^che, an jf = anliegende Streifen gegen ilie 
Mfimlicbe Grenze' contergiren, so dass das Volum Aber dem Rediteck a;»0, 
y±=^0, d!*3=rcc, 9^ CG, ^elch^s beide Streifen enthfilt, gegen den doppelten Werth 
dieser Grenze convergiren mdsste. Folgejade Zerlegung klSrt hierüber auf. 

2. Die Basis soll zu Begrenzungen haben die Linien: 

Dann ist das Volum: 



ax aa^ 



/dx/dy<pix») = */^«te 

U 

und convergirt fBr Jeden von Null verschiedenen Werth von a mit wachsen- 
dem a gegen 



iM' 



Es wird die nSmliche Grenze erreichen, auch wenn der Winkel, dessen Tan- 
gente a ist, wfthrend a ins Unendliche wAchst, verschwindet, wenn nur ad^ 
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unendlich wird. Convergirt dieser Winkel aber gegen 90', so wird a un- 
endlich, und das Volum wird dann für jeden Werth von a durch ^J — ^ dx 
gemessen. Für das Volum über dem Dreieck: 

hat man: 

L il 

Vi 

und hier gelten ganz ähnliche Schlüsse wie bei dem vorigen Volum. Es COA* 
vergirt für A = oo und für a == gegen \J — ^-^rfap. 

Wenn man also irgend ein Rechteck 

x = 0, 05 = », Jf = 0, jf = A 

bat und serlegt es vermittelst s^ner den Punkt x = Q^ y = enUialteBdeii 
Diagonale in swei Dreiecke, so sind, da die Integrale: 



iL 



\ 



DreieoksflidiM 



() 

für a ^ — einander gleich werden, die Volumina über diese 

einander gleich, der Endpunkt x^a, y = A der Diagonale mag im Endlichen 
oder im Unendlichen liegen. Rückt er auf irgend einem Wege im poaitiveB 
Quadranten ins Unendliche, so eonvergiren die Volumina über den DreiBckep 

jedes gegen \J — ^^dx, mithin das Volum über dem Rechteck 



J X 





■ * N 



§. 13. Volumina mit krummlinig begrenzter Basis. EinfÜhrang rou 

Polarcoordinaten. 

Um die ferneren Volumina bestimmen zu können, führen wir Polar- 
coordinaten ein, und setzen a; = rcose^ y=:rsinr. 

3. Auf einer Basis, deren Begrenzungen sind ein Kreisbogen mit dem 
Radius R und dem Mittelpunkt o; = 0, jf = und die Geraden : 
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steht dies Volum: 

r R r R* r ^ 

Um das Integral rechts fflr R^oo und spätere ihm ähnliche auszu- 
werthen^ erinnere ich an die $. 10 gefundene Formel^ welche dem vorliegen^ 
dea 2yrecke gemäss eingerichtet, also lautet: 

wo in +—^-4+ und +j}^A^ das obere oder das untere Zeichen zu setzen 
ist, jenachdem l{a-\-da) und l{b—db) positiv oder negativ ist. Es ist: 

■ 

In dem Integrale^ welches wir bestimmen woHen, 

**/ smocoso ' ' 

Steht sin« cos e statt l{x) und /'(a:) ist- Eins. Femer Verschwindet sin« cos« 
in dem Intervall von u = bfst»«K ('^<i^) nur fftr t»^0. Der Term 



A+ fftllt demnach fort, und es ist: 



V(b) -^ 

da sin(0+ifc?)cos(0+^) positiv ist. Ganz auf dieselbe . Weise findet man: 

r .''D ' -* TT ' '.. •■■■■■*■•.. 

4. Die Basis des Volums soll begrrazt sein durch die Linien: 
wdche letztere die ti?*Axe im Punkte ^=3 o^- die y-*Ake hn^Ptedrte yt»»* 
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schneidet. Dies Volum ergiebt sich in Polarcoordinaten : 

ah w . ^^y 

de. 



r ••faiu + Äcoiv p 0( W «-iinecaBO 

y«to/rdr9(r'8iii«co««) = ij — ^^ J^^^^^^ 



u 

a 



Unter der Voranssetinng , dass y^^ ^^^ endUche Grösse bleibt^ wenn 
a und h unendlich werden, lässt sich das Integral rechts mit der nftmlicheH 
Formel behandeln wie die vorigen. Wir schreiben es: 

, I ^ ftsinü+co8ü / 6 j 

* I r-' •ir^ ; »e. 







ftsinü-f- C08Ü 
bainDcoto frsinfl>-|*co8e 



Hierin steht i-^ ; für l(x)^ verschwindet in dem Intervall 0...F mir 

68mr-f-co8e ^ '^ 

für e ?= 0, und ist für e = + rfe positiv. Femer steht i— : ; f&r / f ap), 

also ist die Grenze dieses Integrals f&r i?^oo 



ftsinc + cosfj I s , /'0{x) 



■ ** = if^^'-- 




d bsinocoft« 

Gans auf dieselbe Weise wftrde man entwickeln: 

ah 

a »in i; -f- A cos t; ^ 

rfe/rrfr y(r^ sine COS e) = iy — ^^^rfx, 

u 

ein Volum, welches begrenzt ist von den Linien: 

5. Die bisher bestimmten Volumina convergirten stets gegen dieaeUMo 
Grenzwerthe. Bei folgenden Basalbegrenzungen findet dies nicht mehr statt. 

Die Begrenzungen der Basis seien die Geraden x = a, x = b und die 
Hyperbeln xy = a und xy =^ ß. Das Volum ist : 

ß 

/dx/dy^ixg) = {*(/?)-*(«)}lof(4-). 



a m 

X 



und ist also stets divergent^ wenn wir a^O oder fr»oo setzen^ oder 
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OD 

zugleich thun, und wird für /9 = oo uhbertimint, wenn / — ^=^ dx alternirend 



convergirt. 

Wählen wir zu Begrenzungen der YolumbBsiB die Linien y==xlgVo^ 
y = a?tgFi, xy = a, 80 finden wir für das Volum: 

1/ « 

F, ' sin WC08 « 2F, 

dv/rdr(p{r^ sine COS f)) = *(«)/- 
Dies Volum wird also bei alternirender Convergenz von / — ^^^rfa: ebenfalls 

«/ X 

unbestimmt und wird unendlich ffir Fi) = oder Vi = j^tt. 



/Y' 



2r„ 



§. 14. VerallgeraeiDeruDg der bisherigen Resultate^ Definition der 

Convergenz im allgemeinen Falle. 

Alle diese einzelnen Volumbestimmungen sind enthalten in der einen 
folgenden, die der Schlüssel zu der betrachteten Convergenz ist. 
6. Die Basis des. Volums habe die Begrenzungen: 



wo R = = . den Radiusvector einer die beiden Schenkel v = 0, 

y^o^tgK verbindenden Curve bedeutet. MUHfllfe der schon mehrfach benutzten 
Formel hat man dann: 

di>/rdr(p[r smvcose) = i/ — ; . • —'W\v)de. 

00 ü ^ ^ ^ 

und das Integral rechter Hand convergirt fflr h^oo gegen : 

'^0{x) 



(27.) \ I .3 ^^1^::^! \A^ = 



•5— (V'CtJDsinocosf)) J 



da? 

o 



A(,^(t,)8iniJco8f))J.=o 2 + [sin 2c ^]^^^; 

Mit Hälfe dieses Ausdrucks ist die Convergenz des Volums leicht zu discutiren. 

Wenn ^f{e) zunächst fär <> = verschwindet, so kann der Ausdruck 

rechter Hand verschiedene Wertfae annehmen. FQr rfj{e)==e z. B. wird er 

l/'-^SELdx, fflr t/j(t>) = e" wird er Null. Wenn ifiiv) und v'(«) von Null 

■ 'S -^ •:■,'■, ...... 

JooiimI (Ar MatheoMtik Bd. LXIX. Heft 8. 14 
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CD 

verschiedeu bleiben fttr u = 0, ist sein Werth stets y — ^^ dx. Wird ferner 



'kp(f>) für <> = unendlich, so ist der Werth des Ausdrucks ein anderer je 
nach der Stfirke des Unendlichwerdens von V^(«). Setzen wir xunftchst 

und nehmen 0(r) so an, dass 0(0) und &{0) endlich seien. Dann wird der 
Werth des Ausdrucks (27.): 

2(1-^)./ X ^^ 

der also gegen Unendlich convergirt, wenn /ti sich der Eins nähert. Gleich 
Eins oder grösser als Eins darf man /i nicht setzen, weil dann y/ (f?) sin « cos e 
ffir r = keine Wurzel mehr hat und die allgemeine Formel also nicht gilt. 

Statt rp{e) = — — zu setzen, kann man dafür —. — — — schreiben, wo d-Cv^ 

fflr r = nicht verschwindet, und dann hat man : 



/ 



»in t; CO! u 



2fr "iV Ä 



/rff? /r dr (p (r' sin f? cos f>) = / — - . ^^^^K de. 

(I u o 

Das Integral rechts ist unendlich, wie man sofort sieht, wenn man einen mittleren 
Werth von *(Aö^(lt?)) vor das Integral nimmt. 

Verschwindet i9(r) mit f>, so erhält der vorstehende Ausdruck keinen 
allgemein angebbaren Werth mehr. Sein Werth hangt dann von der Beschaffenheit 
der Function ab. Es sei z. B. €^{x) = xe~''^ ^(^1?) =x — , so wird das 
Integral : 

J Sinü J t)81Dt> 

(I 

und verschwindet fflr A = oc . 

Im Intervall excL . . . r darf !/^(r) beliebig stark unendlich werden. 
Denn da in diesem Fall v^ (r ) sin f? cos e fflr A(a:), und v/(r) fflr f{x) steht, 

A'(x) aber stArker unendlich wird als i(a?), so wird —^ ^^^ im 

"3 — (V W sin© co8c) 

angegebenen Intervall den Bedingungen des Hauptsatzes genügen (§. 4). 

Somit kennen wir jetzt die Beschaffenheit der Convergenz des Volums, 
dessen Basis zu Begrenzungen hat die Linien y = 0, y = o; tg K( F <C \n) und 
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eine diese beiden Linien verbindende^ derart ins Unendliche rückende Curve^ 
dass das Yerhältniss ihrer Radienvectoren vom Punkt x = 0, y = aus con- 
stant bleibt. 

Wenn diese Curve eine Hyperbel ist, so dieergirt das Volum. Wenn 
das Yerhältniss des Radiusvector y = zu den übrigen unendlich ist, so ist 
das Volum divergent, oder sein Werth hängt eom Grad der Unendlichkeit dieses 
Verhältnisses ab. Wenn endlich das Verhältniss des Radiusvector y =zO zu 
den übrigen endlich ist, so ist das Volum coneergent, und coneergirt, welches 
auch die Gestalt der ins Unendliche rückenden Cune und der Werth von 

CD 

V<i\n sei, gegen dieselbe Grenze 4/ — ^^^ dx. Wenn man also den positiven 



Quadranten der xy-- Ebene durch zwei den Punkt x = 0, y = enthaltende 

Gerade g^ und ^^ t^ drei Theile theilt, und zwar so, dass die Gerade g^ mit 

der x-Axe, die Gerade g2 mit der y-Axe einen unendlich kleinen Winkel 

einschliesst: so ist die Grenze des Volums über der Basis zwischen gi und der 

x-Axe und einer beide Linien unter endlichem Winkel schneidenden ins Un^ 

/' 0(x^ 

endlidte rückenden Linie ^/ — ^-^dx. Derselben Grenze nähert sieh auch 

%/ X 



das Volum auf der Basis zwischen gi^ der y-Axe und einer diese beiden 
Linien verbindenden, ins Unendliche rückenden Linie. Das Volum über der 
dritten Basis zwischen gi und gi und einer beliebigen gi und ^2 verbindenden 
ins Unendliche rückenden Linie ist Null. 

Ich muss schliesslich noch hervorheben, dass, wie dies aus der Werth- 

QC 

bestimmung ad 1. hervorgeht, 4/ — ^^^dx auch die Grenze ist des Volums 

über einer Basis zwischen den Geraden a? = 0, y = h, y = x — , wenn man h 

constant und beliebig klein sein lässt, und a unendlich wird. Dies ist aber 
nur ein besonderer Fall (auf dem übrigens die Anwendung des Integrals zur 
Darstellung willkürlicher Functionen beruht) und die Begrenzung y =h der 
Basis kann nicht durch eine andere ersetzt werden, ohne dass die Grenze 
des Volums sich ändert. Denn wenn für h eine Function tp(x) von x ge- 
setzt wird, so ist das Volum über der durch die Linien 

y = 0, jf=v^(x), a: = 0, x = a 
begrenzten Basis: 

14» 



108 P* dv Boii^Reymond, über die Fourierschen Doppeliniegrctle. 

und convergirt für a=ac (wenn nicht besondere Annahmen Aber die Function 

— T^^fiff, wenn lim„=„ aV'CaJ = oo und 

^ 

'^^^^ — = 1 ist. Die letztere Bedingung wird aber nur durch v(^) = oonst. 
erfallt. 



Diese Discussion der Convergenz des Volums unter der Oberfläche 
iB r= ^ [xy) ist allerdings noch nicht ganz allgemein. Es wäre im allgemeinsten 

Falle ein Doppelintegral zu behandeln, wo, statt wie ad 6. ihxp^a) die obere 
Grenze der Integration nach r war, als obere Grenze eine beliebige, mit h 
unendlich werdende Function tp{h,v) angenommen würde. Da aber diese 
allgemeinere Annahme, die mit Hälfe der am Schluss des §.10 angedeuteten 
Erweiterung des dort gegebenen Theorems der Analyse zugänglich ist, bei 
Tiel umständlicheren Räsonnements nichts wesentlich Neues ergiebt, und ihre 
Erledigung nicht ohne bedeutende Ausdehnung dieser Abhandlung möglich zu 
sein scheint, so ziehe ich es vor, darauf nicht weiter einzugehen. 

Heidelberg, im Februar 1868. 



109 



Beitrag zur Theorie der linearen partiellen 

Difibrentialgleichungen. 

(Von Herrn R. Lipschits in Bonn.) 



V erscbiedene physikalische Untersuchungen führen auf analytische Auf- 
gaben, die in der folgenden Forderung enthalten sind. Wenn ein Ort im Räume 
durch die rechtwinkligen Coordinaten x, y, 2 bestimmt ist, und wenn für das 
Innere eines gewissen endlichen Raumes T die eindeutigen, endlichen und 
stetigen Functionen des Ortes u, v, tc, g gegeben sind, so sollen vier Functionen 
P, Pt3, ^31, Pii gefunden werden, die den vier Gleichungen 

® dx ^ dy ^ da ' 

dx dy dz ^ 

^ . ÄP^ ö^ ö^ 

^ " dx ^ dy '^ dz 

genOgeu. Herr Heimholte hat in dem Aufsatze ,,äber Integrale der hydrodynami- 
schen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen^^ (Bd. 55 dieses 
Journals, p. 25) diese Aufgabe gestellt und aufgelöst, indem er voraussetzt, dass 
f&r jeden Punkt von T die Function g gleich der Null sei, und die Functionen 
Uy V, w die Gleichung 

du de . dw _ ^ 

befriedigen, dass ferner fflr jeden Punkt der den Raum T begrenzenden Ober- 
fläche Sy wenn die Ton dem Räume 7 nach aussen gezogene FlSchennormale 
n mit den positiven Axen der x, y, ss beziehungsweise die Winkel ol^ ß, y 
bildet, die Gleichung 

/ 9ü dv)\ X fdv) du\ o , ^du de \ ^ 

erfQllt sei. Mit der alleinigen Einschränkung, dass die Function g flberall gleich 
der Null sei, ist das obige Problem von Roch in seiner Dissertation „An- 
wendung der Potentialausdrücke auf die Theorie der molecularphysikalischen 
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FernwirkuDgen etc.^^ (Bd. 61 dieses Journals, p. 283) behandelt worden. Da- 
selbst wird bemerkt, dass jede der Functionen P, P23, P^i^ P^ als das Ag- 
gregat von zwei Integralen ausgedrückt werden könne, von denen das eine 
Ober den Raum T, das andere Aber die Oberfläche S auszudehnen ist. Zu- 
gleich erfolgt eine analytische Bestimmung der betreiTenden Raumintegrale und 
eine Deutung derselben, die sich nach dem Vorgänge von Herrn Helmholtz auf 
die Analogie zu dem Wirkungsgesetze der ruhenden und der bewegten eleclri- 
sehen Massen stfltzt. 

Die allgemeinere Fassung^ die dem Problem oben gegeben ist, wird 
durch die Symmetrie der gegenwärtig zu entwickelnden Auflösung, wie ich 
glaube, gerechtfertigt erscheinen. Die gefundenen Werthe der Functionen 
Pj P23 ^ ^31 9 ^12 treten in ihrer ersten Gestalt ab Integrale auf, die sich über 
den Raum T erstrecken. Dadurch^ dass jedes dieser Integrale in das Aggregat 
eines Raumintegrals und eines Ober flächenintegrals aufgelöst wird, entsteht eine 
zweite Gestalt der Auflösung, Die erste Gestalt bietet einen Gesichtspunkt 
zu einer physikalischen Deutung der vollständigen gefundenen Werthe der 
Functionen P, F23, P31, F12. Die zweite Gestalt liefert die Form der Raumr- 
integrale, welche in dem angeführten Rochschen Aufsatze unter der dort gelr- 
t enden Voraussetzung angegeben und gedeutet ist, und die Form der Ober- 
flächenintegrale, welche daselbst nicht bestimmt ist, aber in entsprechender 
Weise gedeutet werden kann. 

t. 

Vor Erörterung des Problems wird es angemessen sein zu erwägeo, 
welchen Charakter die allgemeinste Auflösung desselben habe. Gesetzt es 
seien P = P, Pn = P23, P31 = Pzi , Pn = Pn und P=Q, P„ = Q23, P31 = ft., 
Pi2 = Qi2 zwei Systeme von Auflösungen, so befriedigen die Differenzen 
Q — P^o, ^23— A3 = (^23, Qn—Pii = ^319 Qi2—Pi2 = ^12 das vou dou Werthen 
der gegebenen Functionen u, e, w, g unabhängige System von Gleichungen 

— ^^ I ^^it ^^ii 



dx ^ dy ö» ' 

— g(T,, da oa^3 
^ ^ öx '^ üy '^ dz ' 

dx öy dz ' 

" -^ Üx +^ + 'ör' 
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S^f d*f f^^f 

welches bei Anwendung der Charakteristik ^/'=-3-V + -g^ + -g-T' di© vier 

Gleichungen = Jo, = Ja^^ = Jo^i^ = Jai2 nach sich zieht. Demnach 
sieht man, dass, wenn ein System von Auflösungen P^ P,,, P31, P^^ mit allen 
Systemen von Auflösungen des vorstehenden Systems von Gleichungen a^ a^^ 
<^3i9 ^129 verbunden wird, die Functionen P+a^ ^^23 + ^239 ^si+^an ^12+ ^^12 
die sdmmtlichen Systeme von Auflösungen unserer Aufgabe und £war jedes 
ein Mal darstellen. Wir werden daher nur ein einziges System von Functionen 
F, P239 ^319 Pn aufsuchen, das unsere Aufgabe erfüllt. 

Diese Absiebt lässt sich erreichen, indem man annimmt, dass die 
Functionen P, P^s^ ^sm ^12 von vier neuen Functionen ü, V, Wy Q in der 
folgenden Weise abhängen 

p _ dG dW dV 

^23 — ~3Z 577" + 



(1-.) 



dx dy di 

_ dW dG dU 



dx dy 3» 

P _ _lL4.i£_+ ^ö 

* 12 — ri^ "T ^.. "T 



dx ^ dy dz 

„ du ^ dV ^ dW 



dx ^ dy ^ dz '^ 

und verlangt, dass die Functionen U^ Yy W, G der aufgestellten Forderung 
gemfiss bestimmt werden. Die Substitution dieser Ausdrücke in die gegebenen 
Gleichungen 



(1*.) 



dx dy d» 

dP 



w = 



dx dy ds ^ 
^ "" öa: "^ <9y "*■ ö» 

liefert dann die Gleichungen 

(20 u=^JU, 9^JV, w^JW, g^JG, 

von denen jede zu der Bestimmung von einer der Functionen U^ V, W, G 
geeignet ist. Wenn man festsetzt, dass eine Function f von x, y^ « durch 
die Substitution x^a/, y = tf'y « = V in die Function f übergehe, dass der 
positive Werth f^((«—«T+(y—y')^+ («—«')'*) = *• ^h '»»d dass das Volumen- 



^ 
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element dx'dy'dss' mit dt' bezeichnet werde, so erfQllen bekanntlich die fiber 
den Raum T auszudehnenden Integrale 

AnJ r 

die Gleichungen (2.). 

Da die Functionen u, f>, w^ g nach der getroffenen Voraussetzung in 
dem Räume T eindeutig, endlich und stetig sind, so stellen die für ü, F, W, Q 
gefundenen Integrale Functionen dar, die mit Einschluss der nach x, y, is 
genommenen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung überall im Raame 
T eindeutig und endlieh sind. Auch kann man bemeriien, dass diese Integrale, 
wenn x, y, z die Coordinaten eines Punktes bedeuten, der ausserhalb des 
Raumes T liegt, die partiellen Differentialgleichungen = Ju, = Jf>, = /Iwy 
= Jg befriedigen. Indem man nun die Werlhe von w, f>, «?, g in die Glei- 
chungen (1".) substiluirl, die Differentiationen nach x, y, z unter die Integral- 
zeichen bringt, und daselbst durch Differentiationen nach x\ y\ z' ersetzU so 
entsteht das folgende System von Functionen P, P^^ P3,, P|2, welches die 
gestellte Aufgabe löst, 

1 



(4.) 




Po, = 



23 



jQ ^ /5 ' 



j% 




Diese Functionen haben überdies die Eigenschaft, wenn x,, y, z die Coordinaten 
eines Punktes bezeichnen, der ausserhalb des Raumes T liegt, in die Ausdräck^ 
auf der rechten Seite der Gleichungen (1^.) eingesetzt, die Werthe Null an 
produciren. Die angegebene Gestalt der Auflösung kann durch Anwendung 
einer theilweisen Integration, wie folgt, in eine andere verwandelt werden. 
Wenn das Element der Oberflache S in dem Punkte (o?'^ |f '^ is') . mit 4$' be* 
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zeichnet wird, wenn die nach cb' auszufäh^nde Integration sich auf die ganze 
Oberfldche S bezieht, wenn die in dem Punkte {x\ y\ z') von dem Räume T 
nach aussen gesogene Flächennormale n' mit deaAxen der positiveii a;^ y, s 
die Winkel «'^ ß\ / bildet, so bat man zunfichst für einea Punkt (ar^y^«), 
der ausserhalb T liegt, dann aber auch, wie leicht zu beweisea^ für einen 
Punkt {x,y,z)i der innerhalb T liegt, die Gleichung 



/. 



« A , dl = /«cos« — ■ —J -i 



(5.) 



Wir setzen hier voraus, dass die nach x^ y, z genommenen Differential- 
quotienten der Functionen u, e, w^ g überall in T endliche Werthe haben. 
Werden die sämmtlichen Bestandtheile der für P^ P^z^Pn^ P^ gefundenen 
Ausdrücke durch die entsprechenden Gleichungen umgeformt, und führt man 
die folgenden Bezeichnungen ein 

„ \_ f( du' , df>' diD'\ dt' 

^ " 4nJ \ dx' ^ dtf '^ dz' y r ' 

j. i_ff 81 duf \ ^\ ^^' 

^'^ "" 4nJ \ dx' d^ ^ dz' J r ' 

^'^ "" AnJ \ da^ ^ dy' dz' ^ r ' 

^ i /V dtf ,dvl, dgr \ de 

^'' "" '^ 4nJ\'d^ + 'd^'^'dzrJ r ' 

f =="4y( «''cosa'+f?'cos/5' + «?'cos/)-j7-, 
As = 4^y ( fir'cosa'— ip'cos/9' + «)'cos/)-^, 

\ p d»" 

/ai = 'T^J ^ w'cosa'+g cosß'—u' cosy)-^^ 

1 /^ ds' 

fi2 ^ 4^y (-t>'cosa'+w'cos/5f'+gf'cos/)-^, 

so ergiebt sich diese sweite Gestalt dar Auflösung 

(7.) P=^F+fy -P23 = P23+/2S9 P^l = Pzi+ fl\ 'i Pl2 = Pl2+/i2. 

Durch die Voraussetzung g=Q gehen F, F23, F3,, F12 in die von Roch 
angegebenen Raamlritegrale über, und demnach sind ///^j 9 An /n die den^ 
selben als Ergänzung entsprechenden Oberfläeheniiitegrale. 
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und femer 



(6.) 
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Um die abgeleitete Resultate mit der Ton Herrn UeimkoU^ gef ebenen 
Aaflösmig des specielleren Problems zu vergleichen, kann man den folgendmi 
Weg einschlagen. Es mögen die Grössen Fy F23, F31, Fn ans (5.) in die Ana- 
drücke, die in (1^.) rechts von den Gleichheitszeichen stehen, beiiehungsweiae 
statt Py P23 9 Pm 9 P\7 substituirt werden , so sind vier in T überall endliche 
Functionen u, t), to, g durch die folgenden Gleichungen vollständig bestimmt 

dx dy di ' 

/Q N I dx dy dz ^ 

dx dy dz ^ 

^ 8 - dx ^ dy ^ d% 

Aus diesen Gleichungen fliessen die folgenden 



(9.) 



dx dy ds 

dx d^ '^ di '^'^»' 

5^ + dy di ^'^" 

a(t>-'p) . d(u-rO d(g-i) _ „ 

ä5 + — d; — + — di — - ^^«• 



Dageg;ea ergeben sich ans (5.) die Relationen 



du , df> , dto .-, 



(10.) 



dg dv> I de ^„ 

dw dg du .„ 

and diese mit (9.) verbanden ziehen die folgenden Gleichangen iwisckeii den 
Fanctionen u^ t), to, g nach sich: 
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(11.) 



317 "r~5:" — "i 



dx dy dt 

dx ^ dy ö» ~ "' 

ÖJ? öy ö» 

Dieselben bieten in dem Falle, dass g im Innern von T flberall gleich der 
Null ist, eine Handhabe, um eine Auflösung des Systems (1^.) abzuleiten. 
Denn die drei letzten von den Gleichungen (11.) gehen alsdann in. die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen über, damit der Ausdruck 
ndx+^ody + todz ein vollständiges Differential sei. Beschreibt man also im 
Räume T von einem beliebigen festen Punkte (xi^^ yo? «u) bis zu dem Punkte 
{x,y,i) eine willkürliche Curve, so liefert eine längs derselben ausgeführte 
Integration die Function 

(12.) $ =Jludx+t>dy+\odi). 

Die auf zwei verschiedenen von (a^o^yu?*«) nach (a?, y, «) gezogenen Inte- 
grationswegen erhaltenen Werthe $ sind dieselben, wenn man eine Flüche 
construiren kann, welche nur diese beiden Integrationswege zur Begrenzung 
hat und ganz im Räume T liegt; diese Werthe können aber verschiedene 
werden, wenn sich diese Bedingung nicht erfüllen Ifisst. Nunmehr hesteheh 
die Gleichungen 

(^3.) tt=öi-. ^^W ^""öT' 
und wegen der ersten Gleichung (11.) gilt die Relation 

(14.) ^ = 0. 

Wenn jetzt die Werthe (13.) in (8.) substituirt werden, so ergiebt sich das 
System von Gleichungen 

■" ~§x ^ dy du ' 



(15.) 



"9i~"^ dy "^ d* ' 

^ " dx dy "^ d% ' 

a^ g^'t. , dK . BF,, 

15 



• 
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welches lehrt, dass unter der Voraussetzung g = die Ausdrücke 

eine Auflösung des Systems (1^.) darstellen. Ich werde nun die Grössen u, 
t), tD, g durch OberflSchenintegrale ausdräciien, um die Bedeutung der Gleichung 
g = und das Wesen der Function $ in ein helleres Licht zu setzen. Aus 
(8.) ergiebt sich der folgende Werth von g 

öl 



» - Sl \nj \ dx> ötf' "^ d»'J dsf "' 



öl 



(17.) / l_/y aio> , dg> du' >^ " r ^„ 

inJ\ '5^'^dy' dzfJ dy' " 

d- 



4nJ\ 



da/ ^ dy' ^ d»' J dt! 

aus diesen bildet sich unter der Voraussetzung, dass die zweiten nach x, y, z 
genommenen Differentialquotienten der Functionen u, v, w, g m T äberall 
endlich sind, mit Hülfe der oben angewendeten theil weisen Integration der 
Ausdruck 

1 /•/ dcf dw' , öd' \ ,M 

(18.) ' * 



\ f( dw' , dg' du' \ r.,dif 

~ 4«y V 'W^~d^ d^J^^^P T 
\ /*/ dtf , du' , dg' \ ,<U 



Da aber nach dem Greenschen Satze 

«4._L /7^V I ^V , d^9'\ dt 
^^ 4« y Vö«" "^ öy" "^ di'* ) r 

\ ^ /ydg' , , d^ o> , dg' ,\M 

(19.) 1= W(öi-«o««+-öy *^°«'^ + W^°^?'>)- 



1 r/4 4 4 



ist, so entsteht der gesuchte Ausdruck, wenn man der Kflrze halber eine 
partielle Differentiation nach dem Element der Normale dn' einführt 
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Auch erhält man durch entsprechende Schritte die Ausdräcke ^ 

''* 4« J \\ dy' 

, Cdg' öd' \ ^, , / öw' dg' \ ,\ <U 






(20*.) t, = -^J „'^rf,'- J_y*((_^_^)co8« 






öl 



L ^ r I r ., \ f'ir dg' du' \ , 

, / dtf dg'\ a< , /'^«•' . 5«''> A ** 

Hier erscheint jede der Functionen u, b, tD, g als ein Aggregat von zwei 
Integralen, von denen das erste als das Potential einer magnetischen Doppel- 
schicht auf der Oberfläche S^ das zweite als das Potential einer magnetischen 
einfachen Schicht auf der Oberfläche S in Bezug auf den Punkt [x^ y, z) 
betrachtet werden kann. Denkt man sich jetzt den Werth g fär die Ober- 
fläche S willkärlich gegeben, so ist in dem Ausdruck von g das Potential der 
Doppelschicht vollständig bestimmt, und die Forderung , dass g = sei, fährt 
nach einem Gau^^ischen Satze zu einer vollständigen Bestimmung der Dichtig- 
keit fär die entsprechende einfache magnetische Schicht. Wird äberdies an- 
genommen, dass die Function g an der ganzen Oberfläche S den Werth Null 
habe, so muss die Dichtigkeit der einfachen Schicht äberall ebenfalls gleich 
der Null sein, d. h. es muss fär die ganze Oberfläche S die Gleichung gelten 

^ / du> . de \ , / du . dio \ -^ , f de ' du \ 

Bei der von Herrn HelmlioUz behandelten Aufgabe ist die Function g in 
dem ganzen Räume F gleich der Null, also dräckt hier die vorstehende Gleichung 
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die zu dem Verschwinden der Grösse g nothwendige und hinreichende Be- 
dingung aus. Unter der Voraussetzung g = bilden die Ausdrücke (16.) eine 
Auflösung des Systems (1^.)) ^^^ dieselbe stimmt unter der ferneren Annahme, 
dass überall in T die Gleichung -^ — h -^ — h -^ = sei^ mit der am an- 
geführten Orte gegebenen Auflösung flberein. 



8. 

Die Deutung der Functionen, die in den entwickelten Auflösungen 
unserer Aufgabe auftreten, erfordert, dass die Wirkung eines magnetischen 
Massenpunktes und eines electrischen Stromelements auf einen anderen magneti- 
schen Massenpunkt vergleichbar dargestellt werden. In dem Punkte (x, g, z)^ 
der die Wirkung erfährt, sei die Einheit des negativen (südlichen) magnetischen 
Fluidums concentrirt. Dann sind die Componenten der Wirkung, welche die 
im Punkte (x'y y\ i') befindliche magnetische Masse fi' ausübt, nach der x, y, » 
Axe genommen, beziehungsweise 

bjL sjL e-t- 



dx ^ dy ^ dz 

•Ferner sind die Componenten der Wirkung, welche das im Punkte {x', y', «') 
befindliche mit der Intensität f durchströmte Linearelement dF ausübt, nach 
der x, y, « Axe genommen, wenn die positiven Axen der x^ y, js resp. nach 
oben, links, rechts gerichtet sind, beziehungaweise *) 

r df 



dx 
r df 



d 


r 


-%- 


d- 


r 


dy 


d- 


r 


de " 



dy dx 

Wie bei einer Vertheilung magnetischer Massen die über sAmmtliche Maaaei 
ausgedehnte Summe ^-^— das Potential der Massenvertheilung heisst, so möge 

*) Diese Formelii gelten nach der Ämptreschen Theorie nur für constante ee- 
schloBseDe Ströme, und die allgemeine Anwendung derselben gründet sich auf eme 
mathematisohe Fiction. 
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der Complex der drei aber sfimmlliche Elemente einer Stromvertheilung ge- 
nommenen Summen 

X^df J'^dP J'^dP 

^ dP ^ dP ^ dP 



das Potentialsystem der Stromvertheilung genannt werden. Wenn demnach 
bei einer Auflösung des Systems (1^.) die Function P als das Potential einer 
Vertheilung magnetischer Massen, der Complex —^239 — i^sM —^12 alß das 
Potentialsystem einer Vertheilung von electrischen Strömen aufgefasst werden 
iiann, so stellen die Functionen u^ ty w die Componenten der Wirkung dar, 
die von den magnetischen Massen und den electrischen Strömen gemeinsam auf 
den Punkt {x^ y, sb) ausgeübt wird. £ine solche Auffassung der fBr P, P239 
^3M ^12 gefundenen Ausdräcke kann nun folgendermassen vermittelt werden. 
Es werde durch den Punkt (x', g\ 2') oder E ein System von drei 
auf einander senkrechten Linien gelegt, und es mögen auf jeder derselben in 
je zwei gleichen Abständen von E zwei Punkte bestimmt werden, auf der 
ersten JE„ und £_„, auf der zweiten Eß und jE_^, auf der dritten Ey und JE.y-, 
die Linien seien von E aus so gezogen, dass die Punkte E^^ Eß^ Ey be- 
ziehungsweise oben^ links, rechts liegen. Die Punkte E^^ Eß, Ey sollen in 
Bezug auf den Punkt E die relativen Coordinaten a? = a^ y=:ai^ js = cc2; 
a? = /9, y = /5fi, a = /Jj; a? = j^, y = j^i, 5S = ^2 haben. Jetzt betrachte ich zuerst 
das folgende Gebilde. In dem Punkte E^ sei die magnetische Masse ^'^ in 
dem Punkte E^„ die Masse —^u' concentrirt. In den Punkten Eß und E_ß 
werden parallele Linien zu der Linie E^y Ey, in den Punkten Ey und E^y 
parallele Linien zu der Linie £_^ Eß gezogen, und das aus diesen vier sich 
schneidenden Linien gebildete Rechteck möge durch einen electrischen Strom 
von der Intensität / in der Reihenfolge Eß, Ey, £_^, E^y durchströmt werden. 
Ausserdem wird vorausgesetzt, dass die Länge der Linien £_„ E^, E^ß Eß, 
E^ Ey gegen den Abstand des Punktes E von dem Punkte (x, y, üs), der 
die anziehende Wirkung erffthrt, kleine Grössen sind. Alsdann liefert das 
System der magnetischen Massen /u' und —/i', welches man einen Elementar^ 
magnefen nennen kann, das Potential 

d— d 




(21.) 2A-^a + ^a,+^^ 




Was das Potentialsyatem des constrmrten gesehlossenen Elementarstromes an- 
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langt, 80 liefern zu dem Ausdruck 2 



'Ir"' 



die Tberle des Stromes, 



welche durch die Puukte Eß und E_ß hindurchgehen, den Beitrag 




1 



1 



7?i-h 




die Theile des Stromes, welche durch die Punkte E^ und E^y hindurchgehen, 
den Beitrag 



-"•"fe 



1 



?'+ 



dy' 



r,+ 



4 ) 



Wenn man nun die positiven Quadratwurzeln y(a^+aJ+«2) = ^9 Vf/^^+Z^+Z^) 
= ^v^Cy'^+yi + y«) = c setzt, und sieh. der bekannten Formeln 



bc 



ßin-ß2ri = -T-« 



ß^Y -ß ^ 



a 
bc 



ßri-ßiT = - 



bc 



a 



i'i 



ar 



bedient, so nimmt das Potentialsystem des in Rede stehenden Stromrechtecks 
die Form an 



(22.) 



I ' f f 

\ dx; ' ö7~ 



a 



i-i^j' 




Ich gehe nun zur Betrachtung eines zweiten Gebildes Ober. Es BfA 
E^ die Mitte eines Stromelements von der Länge 2a, bei welchem die Richtung 
des Stromes von dem Punkte E nach dem Punkte £„ gebt, ebenso £_^ die 
Mitte eines Stromelements von der Länge 2a, bei welchem die Richtung des 
Stromes die entgegengesetzte ist. In gleicher Weise seien Eß und E_ß die 
Mitten von Stromelementen mit der Länge 2a und den Richtungen EEß, EE^ß, 
und Ey und E^ die Mitten von Stromelementen mit der Länge 2a nnd deii 
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RiciitiingeQ EE^, EE^y, Die Stromstärke in allen Theilen dieses Strom- 
kreuzes habe den Werth«/". Dann wird das Potentialsystem des Strom kreuzes^ 
wie leicbt zu fiberaeben, das folgende 

i 14 

d— d— d — 

(23.) 4aV"-^, 4aV"-^, 4aV" '' 



da/ ^ ^ öy' • ' . dir 

Wir machen jetzt die mathematische Fiction^ dass die Wirkung sowohl der 
Elementarmagneten, als der Strom Vierecke, als der Stromkreuze auch dann 
noch durch die angegebenen Ausdrücke dargestellt werde, wenn der in An- 
griff genommene Punkt [x^ y^ z) in .die Nfihe jener Gebilde gerückt wird, 
Algdann können wir eine Vertbeilung von magnetischen Massen consitruiren, 
deren Potential gleich dem Werthe /'aus (4.) ist, und eine Vertbeilung von 
electrischen Strömen angeben, deren Potentialsystem gleich dem Complex der 
Wertbe.P,3, jPji, P^^ ans (4.) ist. Man erbfilt nimlich das Element des far P 
gefundenen Integrals, ind^m man in (21.) die Substitution macht 

(24.) 2a'« ^ -^ ««' dfy 2tt' ^i^-^^'df, 2u' «, ^ w' dt', 

und man erbfilt die Elemente der für P^^,, P^^Pn gefundenen Integrale, indem 
man in (22.) die Substitution 

/oK. \ 4'fcC r, i r J.9 46c ,r ©' ,.r 4Bc w, »' ,., ' 

«mi t(t {2%.) die Sabstitotion 

(26.) 4aV" = -^^'dl' 

ausführt, dann aber die entsprechenden Ausdrücke addirt. Durch die Gleichun- 
gen (24.) wird die Richtung der Axe E^„E^ des Elementarmagneten und der 
Werth seines Moments 2/ji'a vollständig bestimmt. Die Gleichungen (25.) de- 
terminiren die Ebeiie des Stromvierecks senkrecht gegen die Axe des eben 
bestimmten Elementarmagnelen, und liefern für das Product der Stromstärke 
in den Flächenraum^ des nmslrOmten Bechtecksi die Gleichung 

. 4bc/' = 2^'a, 

« * I 

nach welcher dieses Produet gleich dem Moment des in Rede stehenden 
Elementarmagneten ist. Also besteht zwischen dem ^lementarmagneten und 
dem Strom Viereck die Beziehung, dass ihre Wirkung auf einen entfernten 
Punkt dieselbe ist. Die Gleichung (26.) ^eigt, daifö die- bei den Stromkreuzen 
zu wählende Lage der Linien EE„, EEß, EE^ eine willkürliche ist, nnd dass 
die denselben beizulegende Sltomstarke /" der Ennction g proportional wird, 
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folglich mit der Function g zugleich verschwindet. Wenn man daher in jedem 
Punkte {m', y', s') des Innern von T einen Elementarmagneten fingirt, der durch 
die Gleichungen (24.) bestimmt ist, dagegen ein StromTiereck und ein Strom-* 
kreuz annimmt, fOr welche beziehungsweise die Gleichungen gelten 

4n 



(25".) 



J'a = -^u'dt', 



*''j'«. = -^dt', 



4n 



4bc j, uf ,., 



4n 



i 



(26-0 4aV"= --^gdr, 



4n 



so hat man ein System von Magneten, welches das Potential P producirt, and 
ein System von electrischen Strömen, welches das Potentialsystem — Fss ? —P^i ^ 
—Pi2 erzeugt. Dieses System von Kraftquellen bringt nach dem oben Be- 
merkten auf einen im Innern von 7 gelegenen Punkt (x, y, ») eine Wirkang 
hervor, deren nach den x^ y^ % Axen genommene Componenten respective 
gleich den gegebenen Werthen h, r^ w sind, übt dagegen auf einen ausserhalb 
T befindlichen Punkt (x^y^z) gar keine Wirkung aus. 

Die in den Gleichungen (7.) enthaltene Auflösung unserer Aufgabe 
gestattet, die Functionen F und f als Potentiale von Vertheilungen magnetiachw 
Massen im Räume 7 und in der Oberfläche S^ die Complexe F^^ Fyg^ F^ 
und /u? /sn /j2 Als Potentialsysteme von Vertheilungen electrischer Ströme im 
Räume 7 und in der Oberfifiche S aufzufassen. Es werde in dem Pmikte 
{x\ y\ «') eine magnetische Masse ij!, ein Stromelement dl mit der IntenriMU 
J' und ein Stromelement dl' mit der Intensität /'' fingirt, so hat man ftlr 
diesen Zweck die folgenden Gleichungen anzuwenden: erstens im Räume T 



A*' = 






r^dt 



"■ 4« \ öv' "^ ö*' /*'' 



^'%^ = -it(-^+^)< 



(27.) 



dV 



dt 



dr 



~ 4n\ 

1 a^ 



dtf . du 



dt. 



^)*. 



dt* 



dt' = 






1_ ö^ 

4m 
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uad zweitens in der Oberfläche S 

1 



(28.) 



u' = -^ («' cos «'+»' cos /?'4-tp' cos /)«(!»', 
J'^dt = J- (_«,' cos /?'+«' cos/ )<te', 



de 



4n 



J'^dt = -^ (-«' cos / + »' cos «')*', 
J'~df = ^(-r'co8a'4«'cos^')*'. 



dP 

„ dxf 



An 

I 

1 



J"-^är = -^g'coeß'd»', 

In Bezug auf die letzten Formeln kann man die Bemerkung machen, dass die 
mit dl' bezeiclineten Stromeiemente senkrecht gegen die OberflAche S^ die 
mit df bezeichneten Stromelemente aber tangential zu der Oberfläche S ge* 
rtehtet sind. 



4L. 

■ 

Die Betrachtungen, die in den angeführten Abhandlungen unter der Vor- 
aussetzung, dass die Function g gleich Null ist, und dass u, f>y w die Com- 
|)OQenten der Geschwindigkeit einer den Baum T continuirlich erffillenden M3terie 
im Pnnkte {x^y^i) bedeuten, an die Interpretation der Integrale F^ F23, F^^ 
P» Angeknüpft sind, und die sich auf die mechanische Bedeututtg der Aus- 

j -. , du . dv , du) dv dw dto du du df> % . t 1 

^^«•'•-57 + -5r'^"är' -öT— ST'"^""^' -g-— 5^ beliehen, vewnlawen 
eine frage nach den Bedingungen, unter denen die Elemente der Integrale 
A fn'i /3M /12? i^^ ist, die in der Oberfifiche S supponirten magnetischen 
Massen und electrischen Ströme, verschwinden. Die betreffende Antwort ist 
aus der Gleichung 

(«cosft + e cos/? + «P cosy)^+ (■--» cos/3+eco8y)' + (— if cosy 4- jc-cos a)^ 

+ (— ecosa4-»co8/3)^ = u^+ir+w'^ 

abzuleiten, und lautet dahin, dass zu dieseqo Ende die Werthe u, r, ip in 
Jedem Punkte von. iS gleich Null werden mässeii. 

16» 



124 Lipschit^, Beitrag xur Theorie der Knearen parHeUen DiffereiMalj^eks kmnf em. 

Wir wollen nun auch den entgegenstehenden Fall erwfigen, wo unter 
der Voraussetzung, dass die Function g gleich Null ist, die Elemente der 
Integrale F, F23, F31, Fi, verschwinden, das ist, wo in dem ganzen RauDoe T 
die Gleichungen gelten 







ou dv dw ^ 
ö» ' öy ' dz ~"' 


dv 


dw 


rv dw du ^, du 
"' dx dz "' dy 



(29.) , 

äx 

Dann sind n^ r^ w die nach o;^ y^ z genommenen partiellen Differentialquolienten 
einer Function Q, die mittelst der Integration eines voUstSndigen Differentials 
durch die Gleichung 

(30.) Q =y[udx+f>dy+tüd&) 

bestimmt ist, und die der partiellen Differentialgleichung 

(31.) JQ =-0 

genügt. Das System (1^.) wird gleichzeitig in Folge der Gleichungen (70 
durch die Ausdrücke P = fy F33 = /23, Pn = fz\^ Pii^fiz befriedigt. Es kann 
nun das besondere Sachverhaltniss obwalten, dass in gewissen Tbeilen der 
Oberfläche S die in (28.) angegebenen supponirten magnetischen Massen p! 
verschwinden und nur die supponirten electrischen Ströme bleiben, während 
in den übrigen Tbeilen der Oberfläche S die angegebenen Intensitäten der 
electrischen Ströme J* verschwinden, und nur die magnetischen Hassen fi' bleiben. 
Die electrischen Ströme von den Intensitäten J** fallen wegen der Gleichunf 
^ =z von selbst fort. Die Componenten der Wirkung der in Rede stehenden 
Combination von magnetischen Massen und electrischen Strömen sind dann in 
Folge der oben ausgeführten Bemerkungen für einen im Innern von T ge- 
legenen Punkt {Xj yy z) beziehungsweise gleich den Grössen «^ r^ Wy dagegen 
für einen ausserhalb T gelegenen Punkt (ar, y, i) gleich Null Damit in einem 
Theile Si von /S die magnetischen Massen u' verschwinden, muss für jeden 
Punkt von jS| die Gleichung 

(32.) ucosa-\-vcosli+fDcosY = 

erfüllt sein. Das heisst, diejenige Richtung, welche mit den Axen x, y^ jb 

die Winkel bildet, deren cosinus -77-1-1 — n — «r^ /r % . — n — in* /r * ; — r\ — k 

sind, muss tangential zu der Fläche fifj sein. Wenn dagegen in einem Thefle 
S2 von S die Intensitäten J^ verschwinden sollen, so muss für jeden Pnnkt 
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von Sj die ProporHon 

(83.) u:^:w ^ cos« : cos/S: eosy ^ 

r50 f^f) fify 

befriedigt selir. Weil nan iit=-^^ r=-^, «? = .Jl. igt, so «ielit die Dif^ 

ferentialgleichuQg der Fläche cosadx+cosßdy+cosj^dsi^O die Gleichung 
cf^ = nach dich. Üaher muss in den zusammenhängenden theilen S2 von S 
die Function Q, welche wegen (31.) eine Potentialfunction ist, einen constanten 
Werth haben, oder diese Tbeile mfissen mit Niveauflfichen der Potentialfunction 
Q übereinstimmen. 

Denkt man sich eine Potentialfunction Q gegeben, so kann ein Raum 
Ty dessen Oberflficbe aus Theilen von der {Ar S^ und S2 charakteristischen 'Be- 
schaffenheit besteht, wie folgt gefunden werden. Zunächst sind die Linien 
aufzusuchen, welche auf den Niveauflfichen von Q Qberall senkrecht stehen. 
Wenn {x^ y, z) ein Punkt einer solchen Linie ist, so haben seine Coordinaten 
das System von Differentialgleichungen zu erfüllen 

(34.) dx:*:A=*-:|e.::«, 

und eine Linie, die durch einen gegebenen Punki hindurchgehen muss^ ist 
▼ollstfindig bestimmt. Jedes Integral R ^ const. dieses Systems von Difie*- 
rentialgleichungen genügt der unter dem Namen Charakteristik bekannten par- 
tiellen Differentialgleichung 

,oRN ^iÄ _ÖÖ^ ÖO^Ä 

^^^•^ dx ,dx "*" öy öy "^ ÖÄ "öT ■" "' 

und die Theorie des «/aco6ischen Multiplicators lehrt, dass aus einem gegebenen 
Integral derselben das zur vollständigen Integration des Systems (34.) erfor- 
derliche zweite Integral durch die Integration eines vollstfindigen Differentials 
abgeleitet werden kann. Es wird angenommen, dass zwei independente In- 
tegrale von (35.) vorlieget. Wir denken uns nun in einer Niveauflftche Q = A 
eine geschlossene Curve gezogen, in jedem Punkt dieser Curve die so eben be- 
stimmte Linie construirt, und diese sfimmtlichen Linien auf einer Seite der Flfiche 
Q=^ A von dieser bis su einer zweiten Niveauflftche Q ^B genommen. Die 
Totatitfit der construirten Linien bildet dann eine Flfiche, deren Gleichung auf 
die Form 0= const, gebracht werden kann^ wo die Function 0, für A gesetzt, 
der partiellen Differentialgleichung (35.) genfigt, mithin eine Function der bei- 
den independenten Integrale ist. Wenn jetzt der von den Flfichen Q =^ Ay 
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Q = B, = consi. eingeschlossene Raum so gewählt ist, dass innerlialb d#»^ 

fif} i^O f^f} 

selben die Functionen Q, -^^ -^, -^ überall endlich bleiben, so lencditef 

ein, dass, weil die Fläche ^ = const. den der Fläche 8% vorgeftchriebeaen 
Charakter hat, und die Flächen Q = A und Q =^ B die den Flächenstflcken S^ 
vorgeschriebenen Eigenschaften besitzen, der in Rede stehende Raum die an 
den Raum T gestellten Anforderungen erfallt. 

Aus den Gleichungen (28.) geht hervor, dass die Dichtigkeit der in 
jedem Punkte der Flächen Q = A und Q =^ B zu supponirenden magnetischeil 
Belegung erhalten wird, indem man den nach der äusseren Normale genom- 
menen Differentialquotienten der Potentiairunction Q durch Ati dividlrt. Um 
die Vertheilung der electrischen Ströme in der Fläche 4> = C darzustellen, 
fügen wir zu dieser Function ein zweites von derselben unabhängiges In- 
tegral 01 der Differentialgleichung (35.) hinzu und drücken die Coordinaten 
eines Punktes der Fläche 4> = C durch die Functionen Q und 0, aus. Dann 
giebt die Gleichung ^ = const. lauter in sich zurücklaufende Linien, und die 
Gleichung 0i = const. solche Linien, die auf den ersteren überall senkrecht 
stehen, und für die das System (34.) befriedigt ist. Bezeichnet man die 
FunctionaldeteFminante der Functionen Q, <P, 0| nach den Variabein et, y^ z 
genommen, welche unter den bestehenden Verhältnissen nicht verschwinden 
kann, mit D, so hat das Element der Oberfläche 4> = C den Auadrack 

^ ^ — -rfprf*,, und die betreffenden Formeln (28.) gehen. 

wenn man die Accente fortlässt, durch eine bekannte Transformation in die 
folgende Gestalt über 

Demnach wird durch je zwei Niveauflächen, in denen der constante Werlh 
des Potentials Q um dQ verschieden ist, aus der Fläche 4> = C ein Elementar- 
streifen herausgeschnitten, in welchem ein electrischer Strom von der SUrke 

J = -^ zu fingiren ist. 
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FOr die Potentialfnnclioii Q = x werden die NiveauflAcben Q = const 
mit der Ebene der y-s parallele Ebenen, die Fläcben ^ = const. auf der 
Ebene der y-is senkrecht stehende CylinderflAchen. Alsdann geht das ge- 
fundene Resultat in den von Keumann Bd. 37 dieses Jonmals pag. 47 angeführten 
Satz Ober, nach welchem die Wirkung einer von constanten Strömen durch- 
strömten Drahtspirale durch die Wirkung einer magnetischen Belegung ihrer 
beiden GrundflSchen ersetzt werden kann. 

Bonn, den 34. Februar 1868. 
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k. 



Die Fourier - Bessel^^e Funetion. 

(Von Herrn £. Reine iu Halle.) 



§. 1. JJiese Function, welche in der Theorie der Wflrnie und der 
Anziehung bei dem Cy linder dieselbe Rolle spielt wie die Kugelfnnction bei 
der Kugel, ist in neuerer Zeit mehrfach behandelt worden; namentlich ist die 
Schrift von NeufMinn hervorzuheben, der für sie ein Theorem entdeckte*), 
analog dem Additionstheoreme für die Kugelfunction. Die Analogie der Sfitse 
stammt, wie sich zeigen wird (§§. 3, 4), aus dem Umstände, dass diese 
CylinderfuncHon **) eine Grenze der Kugelfunction erster und zweiter Art ist; 
aus ihm entspringt die Möglichkeit einer einheitlichen Behandlung beider Arten 
von Functionen (§§. 3, 5, 6). Von dieser Bemerkung ausgehend findet mam 
d(M vollständige Integral der DiJferenticUgleichung für die Cy linder function im 
einer neuen Form ($§. 3, 9), welche die bisher bei den Aufgaben fiber das 
Potential eines Cylinders benutzte mit Vortheil ersetzen wird f) ($. 7), weiche 
ferner (§. 9) für die Afoco/tsche Gleichung eine in allen Fällen brauchbare 
allgemeine Lösung von besonders einfacher Gestalt verschafft ff ). Mit der 
Cylinderfunction verbinde ich zur Abrundung eine verwandte Function , die 



*) Carl Neumann, Theorie der Bessehchen FuDctionen. Leipzig, 1867; §. 22* 
a. 65; Formel 31 und 32. Unter dem Additioustheoreme für die Kup^elfunction ver 
gtehe icli die Entwickelung dieser Function von dem Cosinus einer Seite im aph&ri- 
fichen Dreieck nach Cosinus der Vielfachen des gegenüberliegenden Winkels. Cf. 
Handbuch der Kugelfunctionen §. 67 und §. 73, Formel (49.) und (52.). 

*•) Da Fourier es war, der die Function einführte und nicht unwesentliche Eigen* 
Schäften derselben entdeckte, so verstösst es wohl, trotz der zweifellosen Bedeutung 
der Arbeiten Besseh, gef^en den Gebrauch, wenn man sie, wie es im letzten Decennium 
geschieht, die BesseUclie nennt. Die £ti^schen Integrale, welchen ohne Legendres 
Entdeckungen nicht die Bedeutung zukommen würde, die ihnen jetzt beigelegt wird, 
nennt Niemand Legendre» Integrale! Ist eine besondere Bezeichnung erforderlich, so 
kann man den Namen Cylinderfunction gebrauchen, wenn man nicht eine Benennung 
vorzieht, welche ihrer Bedeutunp: bei den Störungsrechnungen entspricht. 

f) M. vgl. Bd. 48 dieses Journals: Kirchhoff, lieber den inducirten Magnetismus 
eines unbegrenzten Cylinders etc. Die Integrale daselbst §. 5, S. 363 und 364 und 
§.7, 8.370 lassen sich nun dircct reduciren, wie man aus der vorliegenden Arbeit 
(§. 7) ersieht. 

ff) Bekanntlich ist von Peivtal die Atcca^ische Gleichung schon allgemein darch 
Integrale von einfacher Form gelöst worden. Man vergl. Petzval, Integration der 
linearen DiiTerentialgleichungen. Wien, 18o3. Erster Band, S. 108. 
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als Grenze der speciellen Lamischen Function höherer Ordnung zu betrachlen 
ist; es ist dieselbe, welche bei der Bestimmung des veränderlichen, von der 
Zeit abhängigen Wärmezustandes der Kugel eine Rolle spielt (§. 8). 

§. 2. Die Cylinderfunction erster Art entsteht durch Enttoickelung eon 
^ecostp ^^^/^ Cosinus der Vielfachen des Winkek <p; setzt man 

^6co.v = /o(Ö)+2/;(ö)cos9)+2/2(d)cos2y+..., 
so ist bekanntlich 



n 



(1.) / "ff 

~ 2.4...(2ot)V '^2(2OT+2)'^2.4.(2»i + 2)(2m + 4) "•" 7» 

und (—i^fmi*^) ist was man £ef»e/sche Function nennt, und durch /.(d) be- 
zeichnet. Ich verbinde mit dieser Function eine andere, nfimlich 



TT 



V'm(ö) = i/e^''''''^P^(cos(p)s\n(pd(p 

(2.) ( / 

3.5...(2ii» + i) V ^2.(2ii» + 3)^2.4.C2m+3X2m+5)^ /' 

man erkennt aus (2.)^ dass, bei Entwickelung von e^""""^^ nach Kugelfunctionen, 
(2fii+l)V'm(^) der Goefficient von F*(cosy) wird. 

Differentiirt man m Male hintereinander ^ oder % Mich (Fy so ent- 
steht respective 

Ben zweiten Gliedern der dreigliedrigen Gleichungen (1.) und (2.) lassen 
sich übereinstimmende Formen geben, indem das zweite Glied von (1.) sich 
bekanntlich durch Jacobis formula transformationis integr. def. *) 



n n 



/x'^i^os(p)s\n^'*(pd<p = 1.3.5...(2m— l)//(cos9))cosm^</9> 



I) 

in 

n 



T i.3...^.-i)/ ^'^"^""y^y 



ooigestalten lässt; indem ich eine entsprechende Transformationsformel 
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//^(C08q>)s\n^^^q>d(p = 2.4..,(2iii)/;f(cosy)P*(cosy)sinyrf9 



u u 



*) Bd. 15 diescB Journals, S. 3. 

Journal für MathematUL Bd. LXIX. Heft S. 17 



130 Heine, über die CylinderfuncUon. 

hinzufQge, verwandle ich das zweite Glied von (2.) in 



In Bezug auf die recurrirende Berechnung der yj und / mag die Be- 
merkung Platz finden, dass, wie aus den gemeinsamen Eigenschaften aller 
hypergeometrischen Reihen folgt, xp^ und/*,» AieForm Aipi^+Bipi und Aif^+Bifi 
besitzen, wo die A und B bekannt, nfimiich ihre wesentlichen Thelle die 
Zähler und Nenner des Kettenbruchs sind, in welchen sich ^i : % oder f^ : /;, 
entwickeln lässt*). 

Im Vorhergehenden war die mit m bezeichnete Grösse, der Natur der 
Sache nach, eine positive ganze Zahl ; im Folgenden, mit Ausnahme des leisten 
Paragraphen, behält m diese Bedeutung. 

Es genügt die Function f^{6) der Differentialgleichung 

(3.) 0'^^e-^-{m' + 6^)y = 0, 
und xffmifl) der ähnlichen 

(4.) ö»^+2d-g— (»,(«,+l)+<i^)y = 0. 

§. 3. Es ist nicht nur, wie Herr MeUer neulich bei Gelegenheit einer 
interessanten Arbeit über die Vertheilung der ElectridtM **) mit Hülfe einer 
Reihenentwickelung gefunden hat, /o(^) die Grenze der Kugelfunction P*^co8— ) 

fflr » = cc ; auch die Grenze der Zugeordneten führt auf Cylinderfunctionei. 
Man findet nämlich sofort als Grenze von 



n 



/ (^cds — h » sin — cosyj cosm^ dif 

u 

fflr n = oo das Integral 

fe^'^^'fcosmipdq); 



*) M. vgl. meine Arbeit über Kettenbrtiche in diesem Journal Bd. 57, §,3 
Formel (14.) und §.7; ferner Bd. 58, S.90 die Arbeit des Herrn Ckriatoffel, welchar 
dort den Grössen A und B eine besonders elegante Form giebt. Seine Bemerkung, 
dass in ausgeführter Form sich das Verhältniss von ipm-^-x zu f^«» angeben lasse , gut 
auch von Jedem %p selbst; wie ans der erwähnten Formel (14.) folgt. Hierher gehört 
auch die Formel (39.) in der Arbeit des Herrn Bauer über nie Coemcienten von ICeihen 
von Kugclf. in Bd. b& dieses Journals. 

**) Bd. 68 dieses Journals, S. 140. 
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ferner ist bekanntlich 



n°rn 

für it = oo gleich 1. Beachtet man noch die Festsetzungen Ober die Zeichen 
im Handb. der Kugelf. §. 23, S. 57, so ergiebt sich aus Formel (38:) im $. 47 

desselben: Der Ausdruck, 

2» ^ / id\ 
cos — ) 



l/ftffl ^ 



Ynn ^ n y 

convergirt mit wachsendem n zu f„,{6)^ tco 6 positie ist. Entsprechend fräheren 
Festsetzungen nenne ich positiv eine reelle oder complexe Grösse 6, deren 
reeller Theil positiv ist, eine rein imaginäre Grösse ö, wenn sie positiv ima- 
ginär ist. 

Der Werth von f für negative 6 ergiebt sich aus dem für positive 
vermöge (1.) von selbst. 

Aus der Kugelfunction zweiter Art wird durch den Uebergang zur 
Grenze, vermittelst der Gleichung (45.) im §. 57 des Handbuchs, eine Function, 
welche Cylinderfunction zweiter Art heisse. 



OD 



(1») F^{d) = /e-''°*'"cosmifirf«. 



u 

als Grenze von 



^)/t«(-t) 



erhalten, wo wiederum positiv ist. In diesem Integrale kann zwar im all- 
gemeinen auf reellem Wege integrirt werden; nur wenn rein imaginär ist, 
muss man von ins Imaginäre gehen. Bezeichnet g das reell positiv ünend- 
liehe y so gehe man von- ti = im Endlichen auf beKebigem Wege (z. B. bis 

— -^ auf der Axe des Imaginären und von dort parallel der Axe des Reellen) 
ZU ti = ^— -^j. Selbstverständlich lässt sich das Integral in die Summe zweier 

Integrale zerlegen, in denen auf reellem Wege, nämlich von bis -^ und 

von bis g^ integrirt wird. 

Die Grenze der Differentialgleichung fQr P\ und 01 ist (3.). Be- 
rücksichtigt man, dass (3.) sich durch Vertauschung von d mit — d nicht ändert, 
daslB man sich also ^ darin positiv vorstellen kann, so bat man das Resultat: 

Es sind f^{0) und F^{ß) zwei parliculäre Integrale von der Differential" 
gleichung (3.) der CyUnderfwnction. 

17» 
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In ähnlicher Weise findet man, dass Vm(d) und 

(2*.) ^-(ö) = /e-'""*'P'icosiu)smittd«, 



U 



das Integral wie oben bis g oder g — ^ genommen, die Gleichung (4.) in- 

tegriren. 

Man kann direct zeigen, dass die beiden Formeln (1.) oder (2.) den 
Gleichungen (3.) oder resp. (4.) genügen, indem man nämlich auf den linken 
Seiten von (3.) oder (4.) für g resp. 

fe-^ '""'"^ cos m(pd(p, fe' "^"^'^F* {cos (p] sin (pd(p 

einsetzt, wodurch sie respective gleich 

(a.) —e~^'^*^[Osin(pcosm(p+msmm(p)^ 

(6.) siny e-''^*y(-^ -dsintpP^) 

werden, und die Grenzen so bestimmt, dass (a.) und (6.) verschwinden. Dies 
geschieht für die reellen Werthe 9^ = 0, n^ ausserdem für die unendlichen 
Werlhe von y, für welche e"**"**^ verschwindet, d. i., tp gleich tu gesetsL 

• 

für die oben angegebenen Werthe u = g^ resp. =g — s-* 

Dies genügt, um die Function F für alle positiven Werthe von fest- 
zustellen, und daher, um (3.) für alle vollständig zu integriren; es ist aber 
noch eine weitere Einsicht in die Natur des Integrals, weiches F darstellt, 
erforderlich. 

Ohne an der Definition zu ändern, kann man den Sprung vermeiden, 
welcher an der oberen Grenze eintrat, wenn der reelle Theii von ver- 

7ti 

schwand, — den Sprung von g zu g~Y' -^"^ obere Grenze in (1*.) kann 
man nämlich jeden Werth von u nehmen, der (a.) dadurch zu Null macht, 
dass er cos tti einen unendlichen positiven reellen Theil giebt. Es sei nun 

(c.) 6 = a(cosa+isina), 

WO a positiv, und a zwischen — y und -^ genommen ist. Alsdann wird 
u^g—ai ein solcher Werth, und der allgemeinste positive ist ii = y— (a+;f)^ 
wo X eine beliebige reelle, zwischen — ^ und y liegende Grösse beseichnet. 
Man zeigt leicht, dass die Integrale (1*.) für alle diese oberen Grensen, d. k. 
bei festgehaltenem 6 für alle erlaubten Werthe der x» Dasselbe geben wie fiBr 
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die Grenze g, resp. g—^^- ^^ ist ferner klar, dass, sobald dcostii fflr ein 
unendliches u einen positiven reellen Tbeil besitzt, dieses unendliche u die 
Form ±^+(a+;f)< haben muss. Aehnliches gilt für die Integrale W. 

%. 4. In den Additionstheoremen der Kugelfunctionen gehe man nun 
zu den Grenzen Ober. Dazu setze man in der Formel (49.) des Handb. 



wi'=-n 



P*(a?aJi— |/aj--l}/a?J— Icosy) = 2^ (— lröiFi(a:)Fi(a?i)cosmy, 
und in der entsprechenden (52.) 

wodurch 

xxi — ^x^—XyxX—Acosip = IH ^^, ^^ ' +etc. 

wird. Dann entstehen die Sätze des Herrn Neumann: Es ist 

(5.) ^(Ö.) = ^(ö)^(Ö,)+2l(-.l)Y«(Ö)/;.(ö/)cosmy, 

(5*.) Fo(Ö.) = Fo(d)/o(d,) + 2iF^(d)/«(Ö0cosmy, 

wenn ^2 in einem Dreieck die dritte, dem Winkel ip gegenüberliegende Seite 
bezeichnet, dessen andere (reelle oder nicht reelle) Seiten und 6^ sind, 

d. h. wenn 

ö, = |/ö*-2öö|C0S9)+Öl 

und 62 positiv genommen wird. Der Ausdruck (5*.) setzt voraus, dass 
Modö>Modd| sei. (Cf. §.6). 

Diesen Ausdrücken lassen sich ähnliche hinzufügen, welche man findet, 
indem man von den speciellen Lameschen Functionen höherer Ordnungen iu den 
Grenzen übergeht*). So erhält man für die dritte Ordnung und erste Art 

(6.) i//o(Ö2) = ^i-Vr{2m+i)xp^{d)tp^{e,)P-icos(p), 
wobei man noch bemerken kann, dass tpa ein sehr einfacher Ausdruck, nämlich 

ist. Die entsprechenden Gleichungen fflr noch höhere Ordnungen durch lieber- 
gang zur Grenze aufzusuchen, ist nicht erforderlich; wie die Formeln fflr die 



*) M. vgl. meine Arbeit über diesen Gegenstand, Bd. 62 dieses Journals. Da ich 
in derselben nur die Formeln für die erste Art aufstellte, so will ich auch hier, der 
Kürze halber, den Formeln für die tp nicht die entsprechenden für die V hinzufUgen. 



ie~^ 



Die Grösse V^^x) ist -^. 
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zweite und dritte Ordnung in der früheren Arbeit die für die höheren durch 
Diiferentiation verschafften, so kann man auch alle hierher gehörigen Resultate 
erhalten, indem man (5.) und (6.) eine ganze Anzahl v Male hintereinander 
nach cos cp differentiirt. Die Differentialquotienten vom Cosinus der Vieifalcbeii 
von (fy resp. von P^(cos(p) nach coscp auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
(5.) und (6.) sind, wie man aus Tafel 3 meiner vorher erwähnten Arbeit 
weiss, selbst wieder specielle Lamesche Functionen. Die linken Seiten braucht 
man nur v Male nach 0, zu differentiiren und mit {—206iy. zu multipliciren ; 
sie verwandeln sich demnach, gemäss §. 2, resp. in 

i-fJrM); (-f-)V(«,>. 

Nach Division durch {OOiY auf beiden Seiten erhält man die gesuchten Aus- 
drücke, nämlich die sehr einfachen Entwickelungen von (^2)~''/'r ^^2) und 
{OoJ^'^y^yi^T) nach v^<^" Differenlialquotienten in Bezug auf cos(/) von den Cosinus 
der Vielfachen von cp, resp. von den Kugelfunctionen vom Argumente cos 9. 
M. vgl. auch §. 7, No. 1. 

§. 5. Die Ableitung der vorstehenden drei Sätze verursacht Weit- 
läufigkeit, wenn der Uebergang zur Grenze mit aller erforderlichen Genauig- 
keit erfolgen soll. Es reichen aber zur Ableitung derselben die Mittel aus, 
welche man bei den entsprechenden Sätzen für die Kugelfunctionen *) an- 
wendet, ja sogar gestaltet sich im vorliegenden Falle Alles viel einfacher als 
dort, so dass man nicht auf dem Umwege über die Kugelfunctionen zu ihnen 
gelangen wird. Herr Netsmann entwickelt die Sätze (5.) durch Integration einer 
partiellen Differentialgleichung; hier gebe ich dieselben durch Betrachtung be- 
stimmter Integrale: 

Es lassen sich die Ausdrücke f und F in die Formen 
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2nf^{e) =/>»•''+■«»' rfy. 



— 71 



g—ai 



bringen; beide Integrale gestatten, nach $.3, nicht nur eine reelle, sondern 
auch eine imaginäre Substitution, d. h. man kann, ohne die Grenzen zu ver- 



*) Handb. d. Kupelf. II. Theil, 2. Kapitel, §§. 74, 75. Ueber die Möglichkeit 
der iinagiDären Substitution handeln dort §§.42, 47, 58. 
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ändern, in den zu integrirenden Functionen statt (p oder n setzen (p+(o oder 
u + ü)^ wo CO eine beliebige reelle oder nicht reelle Constante bezeichnet. 
Bei der Substitution im zweiten Integrale muss aber der imaginfire Theil von 

w absolut <Z "o" ö®'^- 

Setzt man nun fflr (p zuerst (p+(o^ dann (p — o) und addirt die ent- 
stehenden Ausdrücke, nachdem man sie vorher mit e""^*"^ resp. e'^ multiplicirt 
bat, so entsteht 



71 



(7.) 2n f ^{6) cos mu) = /'e'"^^''+''^cosm(pd(p. 



—71 



Auf ähnliche Art erhält man 

g-ai 

(7*.) 2nF^{e)cosmü) =y^-^°''(-+^> cos mtfirfw. 



n 



wenn der reelle Theil von im unter -5- liegt. Die Grenzen ±(flr— ai) können, 

wie man weiss, entweder mit ±g oder mit ±(3^— -g-«) vertauscht werden. 
Diesen Ausdrücken lassen sich noch ähnliche, z. B. 



In 



(8,) 4jiv^^(ä)P"(cosw) = /p^ {cos q)) sin (pdfpje^'ydifi 

u u 

hinzufügen, wo 

cos;^ = cos 9) cos o;-)- sin ^ sin CO cos 9)1 
gesetzt ist. 

§. 6. Es ist nun leicht, die Formeln (5.) und (6.) zu beweisen. 
1. Zum Beweise von (5.) bilde man aus (7.) die Gleichung 



71 n 



2^/«W/e~*''"*"co3mo>rfto = /coswydy /e*~'^»'+''>-*'"*'»dtü. 



— n — n 



Die linke Seite verwandelt sich nach (1.) in 

(-ir47iY^(ö)./:(öo. 

Den Exponenten auf der rechten Seite transformire man in 

cosco.(0cos9)~-(9i)—sinco.dsin9) = Ö2 cos (co + c^i) , 

wo Ö2 die im §. 4 definirte Grösse, und co, einen von cd unabhängigen Winkel 
vorstellt, so dass das innere Integral auf der rechten Seite 



TT 



yc*''^"+-> *o = y^-^»- dm = 2n/ö (Ö,) 



—TT —ji 
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giebt. Man hat also 

7t 



—n 



den durch (5.) ausgedrückten Satz. 

2. Um ferner (5*.) zu beweisen, setze man iio fQr w und Oi für 
in (7.) und bilde dann 

g—ai TT g—ai 

2nf„{di)Je-'^"'*"eosmia)dü) = /cos my rff/) /e-*~""+*''^'<»'+'''M«>. 
Die linke Seite ist nach (1*.) 

Der Exponent der rechten Seite 

— ö cos f W + öl cos (g) + fCü ) 

hat offenbar für ü>==+(^— at} einen reellen Theil, der negativ unendlich ist, 
sobald wir zu diesem Zwecke annehmen, dass Modd>>Moddi ist. Ferner 
hat derselbe Exponent 

~ costco . (ö — ö, cos q)) — sin ia> . 0^ sin 9) 
die Form — Ö2C0s(fa>— toi), wo cü, von ca unabhängig ist, also, in Folge der 
Bemerkung am Schlüsse des §.3, auch die Form — dicostti, wenn u die Werthe 
von — (fl'— («2+/;») bis +(fl'--{«2+/'0 durchläuft, wenn ferner o^ für O2 die 
Bedeutung hat, welche a für 0^ und / dieselbe Bedeutung wie im §. 3. Da 
nun das innere Integral gleich 

/^-^.-»*-i/w = 2Fo(Ö2) 

wird, so ist auch die Gleichung (5*.) bewiesen. 

3. Aus (8.) beweist man die Gleichung (6.), indem man zunächst 

47rV'.,(öye-^'^°*'-P"v COS to) sin cd da) =//^( cos (p) sin (p d(pfd(pife'^^'''*''+^''^8in co dm 

bildet. Die linke Seite ist {r-\T .Q7np^{e)xiJ^{0^). Der Exponent aof der 
rechten Seite giebt aufgelöst 

{6 cos y — öl) . cos u> + ö sin 9) . sin CO cos tpi , 

so dass das innere Doppelintegral, nach einem bekannten Satze von Poi9son, sieh in 



n 



U 
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verwandelt. Die so entstandene Gleichung 

n 

i-ir.2ipm (öl) = yv'o (Ö2) P" (cos 9)) sin <jp rfy 
stimmt mit (6.) überein. 

§. 7. Die im Eingang (§. 1) erwähnten, in einer Abhandlung von 
Herrn Kirchhoff' Bd. 48 dieses Journals vorkommenden Integrale lassen sich mit 
Hülfe der neuen Form der Cylinderfunction in elliptische Integrale verwandeln. 

Nach Kirchhoff's Bezeichnung ist Pmi-r-) was hier gleich 

gesetzt wird; vergleicht man die dort Q genannte Grösse für unendliche Werthe 
von mit F, so sieht man, dass dort die Gleichung 

stattfindet. Den Werth von Q bei unendlichem findet man dazu aus der 
von Herrn Kirchhoff S. 354 angegebenen Reihe für Q; den Werth von F für 
unendliche erhalt man, indem man e^F{0) nach der Methode behandelt, durch 
welche Laplace die Grenze solcher Ausdrücke findet, welche unter dem In- 
tegralzeichen wachsende Exponenten haben. 

1. Das Integral, welches bei Kirchhoff' auf S. 370 vorkommt, lässt 
sich sofort auf 

X = /Fii{nr)Fi)(n8) cos nxdn 
zurückführen, wo r, s^ Xy n reelle Grössen vorstellen. Nun ist nach (1*) 

3C OD 

4F„ (r) F„ (») = /^e-^'""*"+""'"'> du dt. 

Setzt man v^u-^-^j so steht im Exponenten 

— (r + « cos iz) cos in + s sin ta sin i», 
welches auf die Form — p cos •(ti+co) gebracht werden kann, wo 

if^ = r^ + 2r« Costa + «^ 
und wo ü) eine reelle Grösse wird. Man hat daher 



X 



4Fo(r)F„(») = J dij e-')'^ d« 



— X —X 

oder 

OB 00 QO 



^X = Jdijdu/e— <!'""*• cosnxdn. 



— X — X 
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Das innere Integral nach n lässt sich ausfahren und giebt 

a?'-|-p*co8*tM 2 \x-\- gicosiu x — gicosiu^ 

Bekannllich ist (M. vgl. Handb. d. K. S. 95, §. 38, No. 3) 

J a;+(>ico8iw yx^ + p' ^ Q 2 ^^ 

also findet man schliesslich 

V _ ^ r ^ 

"" '^-Z }V + r' + «' + 2r«co8W * 

2. Das Integral auf S. 364, auf welches sich das von 8. 363 zurück- 
führen lässt, ist 

00 

y = 2//J)(itr)Fo(iw)cos»a:rf», 



in dem « I> r vorausgesetzt wird. Zur tleduction braucht man nicht das 
Product ^(^jFo(«) in der Art zu transformiren, wie es eben mit Fo(r)Fo(«) 
geschah, da man bereits aus (5*.) weiss, dass 

TT 

/j,(r)F„(») = iy>,.(p)rf<p 

U 

ist, wenn man jetzt 

^ = r^— 2r«cosy+«^ 
macht. Hierdurch wird 



TT 00 QO 



71 y = 2fd(pJdufr''^'''''''cosnxdn 



(J (J 

;i flo 



= 2/rfa)/— 5-7 — 5 — T^du, 



.. +«•■ 



und wenn man, wie in No. 1, die Integration nach u ausführt, 



n 



y = * /' ^y 



wie Herr Kirchhoff gefunden hat. 

§. 8. Es führen bekanntlich Fragen der mathematischen Physik auf 
die partielle Differentialgleichung 

dt ~^' "^^ ~ dx' ^ dy* ^ ds' ' 
dereu Inlogration man aaf die von 
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zurückführt, wenn k eine Constante vorstellt. Integrale derselben sind, wie 
aus Herrn Neumanns Bemerkungen*) folgt, %(k(fi) und ¥^j Ä(>i\ wenn q die 
Entfernung dos unbestimmten Punktes jr^ y^ z von einem festen Punkte vorstellt; 
daher sind, wenn man die Werthe jener Functionen (§. 4) berücksichtigt, 

sin/pp co^kg 

9 ' 9 

ebenfalls Integrale. 

Bedient man sich für t/^, der Reihenentwickelung (6.) im §.4, (oder 
für V^„ einer ähnlichen), indem man dort kg für O2 setzt, so kürzt man den 
Weg ab, auf dem man nach Poisson **) den von der Zeit abhängigen Wärme- 
zustand der Kugel findet, und kann die Aufgabe für die Bewegung der Wärme 
analog der des Gleichgewichts behandeln. 

§. 9. Die Differentialgleichung (3.) der Cylinderfunction ist im Vorher- 
gehenden für alle ganzen Werthe der Zahl m durch 



TT 



y = ayc-^^'^cosm9rfy+/?/^~'''°""cosmt«irf^ 



t) 



vollständig integrirt worden, wenn a und ß willkürliche Constante vorstellen. 
Aus den Ausdrücken (a.) und {h.) des §. 3 sieht man sofort, dass zwar der 
mit ß multiplicirte Theil noch ein Integral von (3.) bleibt, wenn m aufhört 
ganz zu sein, nicht aber der Factor von a, obgleich er einen endlichen Werth 
behält. Soll m eine rationale Zahl mit dem Nenner y vorstellen, so wird 
dasselbe Integral, von aber bis yn genommen, noch (3.) genügen. In allen 
Fällen kann man die vorstehenden beiden particulären Integrale durch 



71 



^m /^-(.C05ygijj?n.y ^^^ ^ /^-öco.<«gJn2mj.^^^ 







ersetzen, wenn m die positive Wurzel aus der reellen oder imaginären Zahl 



*) Neumann, Theorie der Bessehchen Functionen, §. -2, S. 59 u. 60. Herrn JVefi- 
manns Untersuchunpen beziehen sich zwar nicht auf drei, sondern auf zwei Verän- 
derliche, und daher nicht auf die tp, sondern auf die f. Wenn man noch mehr Ver- 
änderliche als drei ])at, so rauss man anstatt f^ und tp^ ihre vielfachen Differential- 
quotienten nach dem Quadrate des Arguments setzen (M. vgl. hier §§. 2 und 4). 

Aehnlich verhält es sich mit -^ = JY, der ein Potential V=2— gentigt, wenn, 

wie im Liowot/teschcn Journal S. IT, T. XIT, 1867; S. 104, /i* eine Function von i-\-Q 
bezeichnet. 

**) Poisson, Theorie math^matique de la chaleur. Paris, 1835; §. 169, S. 369 u. 371. 

18» 
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m^ bezeichoet. Es giebt nämlich 

statt y in die linke Seite von (3.) eingesetzt, absolut 

ö-e-^^^sin'-^'y, 

welches für (f =0. n und för ein nnendliches q) verschwindet. Man hat also 
das Resultat: Wird das tollständige Integral der Differentialgleichung (3.) 

durch [m;0] bezeichnet y so ist 



9.) [m;e] = r(o/e-''~^sin»-9:rfiy+/9^e-*«*'sin*"nirf«), 



II U 



iro rechts nnter 6 und m die positiven Wurzeln aus ff^ und m^ verstanden 
werden. Als obere Grenze x) des zweiten Integrals kann man (§. 3)^ wenn 

rein imaginär ist, g — ^f^ fit allen andern Fällen g nehmen, wo g das 

reell Unendliche rorstelll. Die particuläre Lösung^ welche mit ß mtUtipUcirt 
ist, kann man immer mit 

/e-'^^' cos miuduy 

II 

die mit a multiplieirte, fUr rationale Werthe von m, mit 

/e'"^"'"^ COS m(pd(p 

rertauschen^ wenn ;•«• eine ganze positive Zahl ist. 

Die lijrroffsche Gleichung lässt sich bekanntlich auf die Form bringen 

dx 

WO a und ,1« gnui beliebige, reelle oder nicht reelle Grössen vorstellen. Man 
wt'ittM« da.^8 die Integralion dieser Gleichung auf das Auffinden des vollstän- 
digen Integrales der (iloichung 

rediieirt wird, {Kuln, Instituliones calc. integr. Vol. II., Sect. L, Cap. VH., 
|irobleniii V20 u. 1:^1). Diese lAsst sich durch Substitution auf die Gleichung 
(\l) der (lyllnderhinollon aurOckfahren, und man erkäU danm als allgemeimes 
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Integral von (10.) 

wenn das Vorzeichen + so verstanden wird, dass +(/t+^) positiv ist, nnd 

a diejenige Wnrzel ans a^ vorstellt, welche — -7-5- positiv macht. 

Indem man dnrch ganz bekannte Methoden die Grenze aufsucht, der 
dieser Ausdruck für iti+2 = zustrebt, erhält man das Integral auch für diesen 
Fall, in welchem die Gleichung (lO.)) wie man weiss, zwei Potenzen von x 
zu particulären Lösungen hat. 

Halle, im Juni 1868. 



142 



Ueber die Flächen vierter Ordnimg, welche eine 
Doppelcnrve zweiten Grades besitzen» 

(Von HeiTD Ä, CleAfcft in Giessen.) 



§. 1. Definition der zn betrachtenden Fläche: Anzahl der anf ihr liegenden 

Geraden. 

xJie Oberflächen driller Ordnung lassen sich so darstellen, dass die 
Coordinalen eines beweglichen Punktes der Fläche Functionen dritter Ordnung 
von drei homosen auftretenden Parametern sind, welche für sechs Werth- 
Systeme dieser Parameter gleichzeitig verschwinden. Sie werden daher auf 
einer Ebene eindeutig so abgebildet, dass die ebenen Schnitte sich als Curven 
dritter Ordnung darstellen, welche sechs Punkte, die Abbildungen von sechs 
sich nicht schneidenden Geraden, gemein haben. 

Indem man zu denjenigen Oberflächen übergeht, deren Coordinaten sich 
ebenrnlls durch Functionen dritter Ordnunir darstellen: 

welche aber nur für fünf Werthsysteme der ^ gleichzeitig verschwinden, sieht 
mnn zunächst, dass diese Flächen von der vierten Ordnung sein müssen. 
Jeder ebene Schnitt dieser Flächen vierter Ordnung ist also eine Curve vierter 
Onlnung^ welche sich als Curve dritter Ordnung eindeutig abbilden lässt. 
Jede derselben nuiss daher dem Gescblechte p = 1 angehören^ muss also 
y.wei Doppelpunkte besitzen. Daher hat die Fläche nothwendig eine Doppel- 
rurvo zweiter Ordnung. 

Ks ist ausserdem leicht zu sehen^ dass die durch die Gleichungen (1.) 
dnruoHlellle Fläche nur eine endliche Anzahl von geraden Linien besitzt, also 
Mwo windschiefe Fläche ist. Es folgt daraus, dass die Doppelcnrve ein 
Krut'lschnitt ist, da zwei sich nicht schneidende Gerade als Doppeicurve einer 
ririeho vierter Ordnung nur bei einer windschiefen Fläche auftreten können. 
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Um die auf der Flache liegenden Geraden zu finden, untersuche ich 
die Ordnung der Raumcurve, welche einer beliebig in der Abbildungsebene 
gegebenen Curve m^^^ Ordnung entspricht. Die fünf allen Abbildungen ebener 
Schnitte gemeinsamen Fundamentalpunkte sind selbst Bilder von fünf sich nicht 
schneidenden Geraden, die auf der Oberfläche liegen. Geht nun die gegebene 
ebene Curve beziehungsweise «i, «2, . . . orgmal durch diese fünf Punkte, so 

wird sie von der Abbildung eines ebenen Schnittes {a^ + a^^ h«5)mal in 

diesen Punkten getroifen, was einen Schnitt der entsprechenden Raumcurven 
nicht anzeigt; eine Ebene oder eine ebene Schnittcurve der FlSche trilTt also 
die der gegebenen ebenen Curve entsprechende Raumcurve nur in 

N = Zn-2a 
Punkten und dies ist die Ordnung der Raumcurve*). 

Soll diese Zahl gleich 1 sein, also die Raumcurve in eine Gerade 
Obergehen, so darf oifenbar keine der Zahlen a grösser als 1 sein, da sie die 
Anzahl von Begegnungen zwischen der Raumcurve und einer der fQnf Fun- 
damentalgeraden bedeutet. Also ist Sa ^ 5 , und es kann also nur ^ = 1 
oder n—2 sein. Im zweiten Fall wird das Bild einer Geraden der durch 
die fünf Fundamentalpunkte gelegte Kegelschnitt, im ersten Fall erhält man 
die zehn Verbindungslinien der Fundamentalpunkte. 

Die betrachtete Oberfläche enthält daher sechi^ehn Gerade , indem man 
voraussetzt, dass von den fünf Fundamentalpunkten der Bildebene nicht drei 
in einer Geraden liegen. 

*) Die Formeln für die Singularitäten der Raumcurve sind, wenn die ebene 
Curve noch ausserdem d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte enthält, wie bei den 
Flächen dritter Ordnung (vgl. Ba. 05 dieses Journals p. 364): 

N=3n-Sa, 

Ä = n(n + 3) — 2d— 3r— -Sa(a + 1), 

J5f = 3ii'-6d-8r-32'a', 

fi = r, 

^ = 6n(n-l)-12d-15r-22;a(3a-l), 

und f\lr den vollständigen Durchschnitt mit einer Fläche m^ Ordnung: 

N = 4m, 

fi = 4m(m + l) — 2d — 3r, 
jif=12m'— 6d— 8r, 
B = r, 

4 = 8«»(3m— i) — 12d— 15r, 
p = 2m*— 2i»+l— d— r. 
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Oben ist nachgewiesen, dass die untersuchte Fläche eine Fläche 
vierter Ordnung mit einem ebenen Kegelschnitt als Doppelcurve ist. Dass 
sie auch die allgemeinste Fläche dieser Art ist, wird weiter unten gezeigt 
werden. 



§. 2. Gruppirungen der Geraden. 

Bezeichnen wir durch 1, 2, 3, 4, 5 die gegebenen F*undamentalpunkte, 
durch 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 die Verbindungsgeraden 1,2; 1,3; 
1,4; 1,5; 2,3; 2,4; 2,5; 3,4; 3,5; 4,5; durch 16 den durch 1, 2, ... 5 
gelegten Kegelschnitt. Zwischen den 16 durch diese Gebilde dargestellten 
Geraden finden folgende Beziehungen statt. 

Jede der sechzehn Geraden wird eon fünf andern geschnitten ^ welche 
einander nicht schneiden. Die Geraden, welche auf diese Weise den ver-* 
schiedenen sechzehn Geraden zugeordnet werden, sind: 



(I-) 



-1) 


6, 7, 8, 9, 16 


9) 


1, 5, 


10, 


11, 13 


2) 


6, 10, 11, 12, 16 


10) 


2, 3, 


8, 


9, 15 


3) 


7, 10, 13, !< 16 


11) 


2, 4, 


7, 


9, 14 


4) 


8, 11, 13, 15, 16 


12) 


2,5, 


7, 


8, 13 


5) 


9, 12, 14, 15, 16 


13) 


3, 4, 


6, 


9, 12 


6) 


1, 2, 13, 14, 15 


14) 


3, 5, 


6, 


8, 11 


7) 


1, 3, 11, 12, 15 


15) 


4, 5, 


6, 


7, 10 


8) 


1, 4, 10, 12, 14 


16) 


1, 2, 


3, 


4, 5 



Da, wie sich unten zeigen wird, diese Geraden einander völlig coordinirt sind, 
so erkennt man, dass die in Rede stehende Abbildung der Fläche auf sechzehn 
verschiedene Arten vor sich gehen kann, wobei immer eine der Geraden sich 
als Kegelschnitt abbildet, und die in obiger Tabelle neben ihr befindlichen die 
Ausnahmepunkte liefern. 

Die Tafel (I.) liefert vierzig Paare von sich schneidenden Geraden: 

1,6 2,6 3,7 4,8 5,9 6,13 7,15 9.11 

(IL) 



1,7 


2,10 


3,10 


4,11 


5,12 


6,14 


8,10 


9,13 


1,8 


2,11 


3,13 


4,13 


5,14 


6,15 


8,12 


10,15 


1,9 


2,12 


3,14 


4,15 


5,15 


7,11 


8,14 


11,14 


1,16 


2,16 


3.16 


4,16 


5,16 


7,12 


9,10 


12,13; 



die Ebenen derselben sind die dreifach berührenden Tangentenebenen der FlSche. 
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Nehmen wir ein beliebiges dieser Paare heraus und eine dritte Gerade^ 
welche eine Gerade des Paars schneideU so existirt immer noch eine Gerade^ 
welche sowohl die andere Gerade des Paars als die dritte Gerade schneidet. 
Es setzen sich so 40.4 mal zwei Paare zu einem windschiefen Viereck zu- 
sammen; dabei aber tritt jedes windschiefe Viereck viermal auf, und es 
giebt also im Ganzen eierzig aus den sechzehn Gereuten gebildete windschiefe 
Vierecke: 



1, 6,15, 7; 1, 6,14, 8; 1, 6,13, 9 

.1, 8, 4,16; 1, 9, 5,16; 2, 6,15,10 

m.) 2,11, 4,16; 2,11, 7,12; 2,12, 5,16 

)3,13, 6,14; 3,13, 4,16; 3,14, 5,16 

i4,13, 6,15; 4,15, 5,16; 5, 9,13,12 



1,6, 2,16; 1,7,12, 8; 1, 7,11, 9; 1, 7,3,16; 1, 8,10, 9; 

2,6,14,11; 2,6,13,12; 2,10, 3,16; 2,10,8,12; 2,10, 9,11 

3,7,11,14; 3,7,12,13; 3, 7,15,10; 3,10,9,13; 3,10, 8,14 

4,8,14,11; 4,8,12,13; 4, 8,10,15; 4,11,9,13; 4,11, 7,15 

5,9,11,14; 5,9,10,15; 5,12, 8,14; 5,12,7,15; 5,14, 6,15. 



Dagegen gehören zu jedem Paar drei andere, welche dasselbe nicht 
schneiden; diese drei anderen schneiden sich unter einander ebenfalls nicht. 
Die eierzig Paare (I.) zerfaUen daher in zehn Gruppen zu vier, dergestalt, 
dass vier Paare einer Gruppe einander nicht schneiden; und diese zehn Gruppen 
zerfallen wieder in fünfmal zwei solche conjugirte Gruppen, welche zusammen 
aUe sechzehn Geraden enthalten. 

Man findet daher folgende Tafel, in welcher die Paare (I.) gruppen- 
weise geordnet, und zwei conjugirte Gruppen horizontal neben einander ge- 
stellt sind: 



(IV.) 



2,6; 


3,7; 


4,8; 


5,9. 


1,16; 


10,15; 


11,14; 


12,13. 


1,6; 


3,10; 


4,11; 


5,12. 


2,16; 


7,15,- 


8,14; 


9,13. 


1,7; 


2,10; 


4,13; 


5,14. 


3,16; 


6,15; 


8,12; 


9,11. 


1,8; 


2,11; 


3,13; 


5,15. 


4,16; 


6,14; 


7,12; 


9,10. 


1,9; 


2,12; 


3,14; 


4,15. 


5,16; 


6,13; 


7,11; 


8,10. 



Diese Tafel ist vorzugsweise von Wichtigkeit, weil sie lehrt, dass die 
Gleichung sechzehnten Grades, von welcher die sechzehn Geraden der Ober-- 
fläche abhängen, mit Hülfe einer Gleichung fünften Grades gelöst wird. Diese 
Gleichung, welche die fünf Paare von Gruppen (IV.) liefert, ist keine andere, 
als diejenige, mit deren Hälfe Herr Kummer die fünf Kegel zweiter Ordnung 
erhalten hat, deren Seiten die fragliche Fläche doppelt berühren*). 



*) Sitzung der Berl. Acad. vom 16. Juli 1863. 
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§. 3. Eegelschnittschaaren^ welche auf der Fläche liegen. 

Man wird hierauf gefflhrt, indem man die auf der Fläche liegenden 
Kegelschnitte betrachtet. Soll eine Curve n^^^ Ordnung der Bildebene einen 
Kegelschnitt darstellen, so muss 

N = Sn-^^a 

gleich 2 sein, während zugleich keine der Zahlen a den Werth 2 Obersteigen 
darf. Man kann daher versuchen, n gleich 4, 3, 2, 1 zu setzen. Für n = 4 
müssten sämmtliche a gleich zwei sein; daher müsste die Abbildung des 
Kegelschnitts eine Curve vierter Ordnung mit sechs Doppelpunkten sein, was. 
nicht möglich ist. Fflr n = 3 mfisste 2a = 7 sein , daher mindestens zwei 
der a grösser als 1, und man erhielte eine Curve dritter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten. Es bleibt also nur übrig: 

1) n = 2^ ein a gleich 0, die übrigen 1, 

2) n = l, ein a gleich 1, die übrigen 0. 

Man erhält also &ehn Schaaren von Kegelschnitten; fünf derselben bilden sich 
als Kegelschnittschaaren ab, die je vier der Fundamentalpunkte zu gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkten haben ; die fünf anderen als Strahlbüschel ^ deren Scheitel 
in den Fundamentalpunkten liegen. Unter ihnen sind als conjugirt zu betrachten 
zwei Schaaren, deren eine vier Punkte zu Grundpunkten, und deren andere 
den fünften Punkt zum Büschelscheitel hat. 

Dass diese Kegelschnittschaaren wirklich existiren, zeigt sich auf fol- 
gende Art. Jeder ebene Schnitt der Oberfläche wird abgebildet durch eine 
Curve dritter Ordnung, deren Gleichung ist: 

Ist nun pifpi+p2fp2==0 das Büschel von Kegelschnitten mit vier von den 
Fundamentalpunkten zu Grundpunkten, 9101+92^2 = das Büschel von Geraden, 
welches den fünften Punkt zum Scheitel hat, so kann man die. Parameter u, 
p, q BO bestimmen^ dass identisch 

2uif = ipi(pi+p2(p2){qiai+q2(h)' 

Denn da diese Gleichung für die fünf Fundamentalpunkte bereits besteht, so 
braucht sie, um identisch zu sein, nur noch für fünf beliebig gewählte Punkte 
erfüllt zu werden. Setzt man diese Gleichungen an, so hat man sechs Glei- 
chungen, in welchen man die p oder die q beliebig wählen darf, und welche 
dann die andern Unbekannten auf lineare Weise bestimmen. 
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Jeder Kegelschnitt eines der Kegelschnittbüschel vereinigt sich also mit 
einer Geraden des conjugirten Strahlbüschels zur Abbildung eines in zwei 
Kegelschnitte zerfallenden ebenen Schnittes der Fläche. 

Die zehn Kegelschnittschaaren der Fläche vereinigten sich auf diese 
Weise zu den Schnittcnrven der fünf Schaaren doppelt berQhrender Ebenen, 
welche nach Herrn Kummer die Tangentenebenen der doppeltberährenden 
Kegel sind. Und zwar lehrt die Tafel (IV.): 

Die Kegelschnittschaaren, in welchen die Tangentenebenen eines doppelt- 
berührenden Kegels die Fläche schneiden , haben die Eigenschaß, dass immer 
die Kegelschnitte einer Schaar die Geraden einer Gruppe (IV.) treffen, und 
die Paare der conjugirten Geraden unter sich als specielle Kegelschnitte ent- 
halten, während umgekehrt die Kegelschnitte der andern Schaar die letzteren 
treffen und die aus den ersten gebildeten Paare enthalten. 

Man bemerkt, wie hiebei die in conjngirten Schaaren zn Greradenpaaren 
ausartenden Kegelschnitte sich zn den windschiefen Vierecken (III.) zusammen- 
setzen, deren jedes aber bei zwei verschiedenen Kegeln auftritt. 

In der Tafel (IV.) sind die fünf Gruppen links in den Strahlbüscheln 
enthalten, welche beziehungsweise 1, 2, 3, 4, 5 zu Scheiteln haben, die 
Gruppen rechts in den entsprechenden Kegelschnittbüscheln. 



§. 4. Abbildung der Doppelcurve. 

Die Doppelcurve selbst ist der einzige ebene Schnitt der Oberfläche, 
weieher nicht eindeutig abgebildet wird. Da sie durch den Schnitt der Ober- 
fläche mit einer bestimmten Ebene erhalten wird, so muss ihre Abbildung eine 
Curve des Systems dritter Ordnung 

^uj, = 
sein; die Punkte dieser Curve entsprechen paarweise den Punkten der Doppel- 
curve. Sehen wir, wie man diese besondere Curve des Systems erhalten kann. 

Gehen wir von dem Kegelschnitt 16 aus, welcher die bei der Abbil- 
dung bevorzugte Gerade der Fläche repräsentirt. Durch diese Gerade kann 
man unendlich viele Ebenen legen; jede schneidet die Fläche noch in einer 
Curve dritter Ordnung, welche den mit dem Schnittpunkt der Geraden und 
der Doppelcurve vereinigten Punkt enthält und ausserdem einen Doppelpunkt 
dort hat, wo die Schnittebene der Doppelcurve zum zweiten Male begegnet. 
Die Abbildung dieser Curve muss, da sie mit dem Bilde der Geraden, dem 

19* 
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Kegelschnitt 16, eine Curve dritter Ordnung ausmacht, eine Gerade sein; und 
zwar eine Gerade, die durch einen bestimmten Punkt P der Bildebene geht, 
welche dem mit dem Schnittpunkt der Geraden 16 und der Doppelcurve ver- 
einigten Punkte der Fläche entspricht. Das Büschel von Curven dritter Ord- 
nung, das auf der Fläche durch den Ebenenbüschel entsteht, welcher die 
Gerade 16 zur Axe hat, bildet sich also als Strahlbüschel ab, welches den 
Punkt P zum Scheitel hat. 

Um den Punkt P zunächst zu finden, verfahre ich folgendermasseu. 
Die Parameter u des Ausdrucks ^u^f^ bestimme ich so, dass die Curve 

(2.) ^uj, = 
noch durch zwei weitere Punkte des Kegelschnitts 16 geht, was zwei lineare 
Bedingungen für die u ergiebt, also zwei derselben linear durch die übrigen 
oder durch irgend zwei Grössen k, /t ausdrücken lässt. Die Curve (2.) ent- 
hält dann den Kegelschnitt 16 ganz, und nimmt also die Form an 

q).(ka+/ib) = 0, 
wo a, b lineare Ausdrücke sind. Das Büschel Aa + //6 = ist also die Ab- 
bildung der Curven dritter Ordnung, in welchen die durch die Gerade 16 
gelegten Ebenen die Fläche noch schneiden ; und der Scheitel des Büschels, 
a = 0, 6 = 0, ist der Punkt P. 

Auf jedem Strahle dieses Büschels liegen zwei Punkte Q, Q', deren 
Vereinigung den Doppelpunkt der betreffenden Curve dritter Ordnung reprä- 
sentirt. Der Ort dieser Punktepaare ist die Abbildung der Doppelcurve. 
Nehmen wir irgend zwei Paare Q, Q\ Durch die entsprechenden beiden 
Punkte der Doppelcurve lässt sich ein Büschel von Ebenen legen. Daher 
müssen je zwei Punktepaare Q, Q' mit den Fundamentalpunkten ssusammen 
ein System eon neun Punkten bilden, durch welches sich unendlich eiele Curven 
dritter Ordnung, und swar Cureen des Systems 2Ui fi = 0^ legen lassen. 

Ich suche jetzt den Punkt F' auf dem Kegelschnitt 16, welcher der 
Abbildung der Doppelcurve angehört, welcher also den auf der Geraden 16 
liegenden Punkt der Doppelcurve repräsentirt und sich auf der Fläche mit 
dem durch P repräsentirten Punkte vereinigt. Von den vier gegebenen Grund- 
curven /l = können wir zwei durch 

y.a = 0, ^.6 = 
ersetzen; irgend zwei andere Combinationen des Systems ^fi./{ = seien 
V' = 0, ;f = 0. Damit die Punkte P, P* denselben Punkt x des Raumes re- 
präsentiren, müssen die Werthe von ^.a^ yj.b, tp und x dieselben Verhält- 
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nisse haben, ob man sie für P' oder für P bildet. Bezeichnet man die Werthe 
fflr den bekannten Punkt P durch den angehängten Index 0, so hat man dem- 
nach zur Bestimmung von P* die Gleichungen 

<^ = o, y^xo-xy^o = o. 

Sie stellen einen Kegelschnitt und eine Curve dritter Ordnung dar, welche 
ausser den Fundamentalpunkten sich nur noch in dem gesuchten Punkte durch- 
schneiden. 

Für die Abbildung der Doppelcurve liefert dies nicht nur den weiteren 
Punkt P'y sondern auch eine Tangente. Denn da jede durch P gehende Linie 
die Abbildung der Doppelcurve in zwei zusammengehörigen Punkten schneidet, 
auf der Geraden PP* aber P selbst einer dieser Punkte ist, so muss die 
Gerade PP' bei P zwei unendlich nahe Punkte enthalten, also die Abbildung 
der Doppelcurve in P berühren. So sind jetzt acht Punkte dieser Curve 
bestimmt. 

Dieselbe geht demnach noch durch einen bestimmten neunten Punkt, 
Da der Curve zwei an P unendlich nahe Punkte von PP' gehören, so müssen 
auf ihr auch zwei an P' unendlich nahe, jenen entsprechende Punkte liegen, 
d. h. es muss ihre Tangente in P gegeben sein. In der Tbat ist die Curve, 
welche aus q> = und der Geraden PP' besteht, nichts anderes als die Ab- 
bildung des ebenen Schnitts der Tangentenebene der Oberfläche in P', d. h. 
derjenigen Taugentenebene der Doppelcurve, welche die Gerade 16 enthält. 
Die andere Tangentenebene, welche in demselben Punkte der Doppelcurve 
möglich ist, und welche sich mit jener in einer Tangente der Doppelcurve 
schneidet, bildet sich als Curve dritter Ordnung ab, welche durch die Fun- 
damentalpunkte so wie durch P' geht und in P einen Doppelpunkt hat. Die 
Gleichung der Abbildung findet man sofort, indem man die Parameter u der 
Curve ^Uifi = so bestimmt, dass die Differentialquotienten derselben im 
Punkte P verschwinden. Die so erhaltene Curve bildet mit der Combination 
von (p = und PP' das Büschel von Curven driller Ordnung, welchem die 
Abbildung der Doppelcurve angehört, und die Tangente der eben erwähnten 
Curve im Punkte P' giebt also auch die Tangente für die Abbildung der 
Doppelcurve. 

Einen letzten Punkt zur Bestimmung der Abbildung der Doppelcurve 
kann man auf mannigfache Weise finden. Man kann nämlich ebenso wie das 
Puuktepaar PP' andere Punktepaare finden, welche sich zu andern Geraden 
verhalten wie jenes zu der Geraden 16. Wird eine Gerade der Fläche durch 
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eine Gerade abgebildet, so sind die Carven dritter Ordnung, welche sie zn 
einem vollständigen ebenen Schnitte ergänzen, in der Abbildung Kegelschnitte 
durch die drei Fundamentalpnnkte, welche dem Bilde der Geraden nicht an- 
gehören. Man erhält sie, wenn man die Curve ^i«./^ = zwingt, durch noch 
zwei Punkte auf der Verbindungslinie zweier Fundamentalpunkte zu gehen, 
was zwei lineare Bedingungen zwischen den fi giebt. Aus der Gleichimg 
2:u,fi = sondert sich dann ein linearer Factor ab, und es bleibt die Glei* 
chung eines Kegelschnittbflschels übrig. Daher durchschneiden diese Kegel- 
schnitte sich nicht nur in den andern drei Fundamentalpunkten, sondern noch 
in einem vierten Punkte, welcher in Bezug auf die hier betrachtete Gerade 
genau die Rolle spielt wie P fQr 1 6, und welcher der Doppelcurve angehört. 

Wählt man eine Gerade der Oberflache, welche sich als Fundamental- 
punkt, etwa 1, abbildet, so sind die Bilder der Ergänzungscurven dritter Ord- 
nung wieder Curven dritter Ordnung, welche 1 zum Doppelpunkt haben. Man 
findet sie also, indem man die Parameter u so bestimmt, dass die Differential- 
quotienten von ^Uifi nach den ^ för den Punkt 1 verschwinden. Aber da 
2Uifi für jenen Punkt ohnedies verschwindet, so erhält man nur «te^ei von 
einander unabhängige Bedingungen zwischen den u^ und man kann also zwei 
durch die übrigen linear ausdrücken. Die Gleichung J^tf,/^ = verwandelt 
sich hiedurch in die Gleichung eines Büschels von Curven dritter Ordnung, 
welche in 1 einen Doppelpunkt haben. Dieselben schneiden sich daher ausser 
in den Fundamentalpunkten in etna» Punkte^ welcher für die hier benutzte 
Gorade die Stelle von P versieht und der Abbildung der Doppelcurve angehört. 

Man sieht, wie auf diese Weise die Abbildung der Doppelcurve mehr 
als hinreichend bestimmt ist. Analytisch ergiebt sie sich daraus, dass man 
au8 den Gleichungen 

dio // eliminirl. In diesen Gleichungen sind |^ 17 zwei verschiedene Punkte 
Aov Abbildung, welche denselben Punkt des Raumes darstellen. Nach einer 
Molhode, Ähnlich derjenigen, welche an einem andern Orte entwickelt ist*), 
fuhrt man diese Klimination dadurch aus, dass man zunächst aus den Glei- 

'^j tHpbttvh MUtl tiorätiH, Theorie der ylfrebcheu Functionen, p.ö6jBf. 
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chungen 

die fj elimiDirt. Man gelangt dann zu der Gleichung der Oberfläche 

welche von der vierten Ordnung ist. Der Ausdruck 

F\x,)^x,+F'(x2)<fx2+F'{x^)^x,+F\x^)^x^ = 
wird dann, wenn man die a:, durch /^(^ila^a) ersetzt, durch die Determinante 

^- dl dl dl ''^^ 

theilbar, und der Quotient ist die Gleichung der Abbildung der Doppelcurve. 
Dass das Resultat von der dritten Ordnung ist. Obersieht man sofort; aber es 
scheint nicht ganz leicht, einzusehen, dass die entstehende Gleichung die Form 
2uJ, = hat. 

§. 5. Ebene Schnitte und vollständige Durchechnittscurven. 

Da die Abbildung der Doppelcurve hienach aus den gegebenen Functionen 
fi gefunden werden kann, so will ich jetzt bei der Darstellung der Abbil- 
dungen aller ebenen Schnitte der Oberfläche die Abbildung der Doppelcurve 
als gegeben voraussetzen. Ihre Gleichung sei /= 0. Auf ihr wähle ich be- 
liebig einen Punkt P^ dessen Coordinaten «i, cr^, ^3 seien, und welche in der 
Abbildung die Stelle des früher so bezeichneten Punktes vertreten soll. Die 
fünf Fundamentalpunkte sind dann nicht mehr beliebige Punkte von f, viel- 
mehr müssen sie mit dem Punkte, in welchem die Tangente in P die Qurve 
nochmals schneidet, auf einem Kegelschnitte liegen. Ist J = die ^e^^esche 
Curve zu /=0, und setzt man 

0/7 (a) 



J,.. = h^Si 



doi 



so schneiden sich bekanntlich die Geraden 

M = Ö, ^»5 = 

in jenem Punkte der Curve. Sind also ^=0, fi=0 beliebige Gerade in der 
Abbildungsebene, so ist 

die Gleichung eines beliebigen Kegelschnitts, welcher durch den erwähnten 
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Punkt geht, und welcher also durch seine übrigen Durchschnitte mit der Cnrve 
dritter Ordnung solche ffinf Punkte bestimmt, wie sie zu Fundamentalpunklen 
gewählt werden dürfen. 

Nennen wir 3« Punkte, welche die Schnittpunkte einer Curve n^^ Ord- 
nung mit der gegebenen Curve dritter Ordnung f=0 sind, kurz ein Schnitt- 
punktsystem n^^'' Ordnung. Die zu den Punkten eines solchen gehörigen ellipti- 
schen Integrale erster Gattung tr^ (mit beliebig constanter unterer Grenze 
genommen) genügen dann immer der Gleichung 

M?i+M?2H l-tTs, = HC, 

WO c eine gewisse Constante bedeutet. Gehört zum Punkte P das Integral p, 
zu dem ihm zugeordneten Punkte P' des Kegelschnitts (p das Integral p\ so ist, 
da P zweimal genommen und P* ein Schnittpunktsystem erster Ordnung bilden, 

2p+p = c. 
Sind ferner q, q'; r, r etc. Integrale, die zu Punktepaaren auf den durch P 
gelegten Strahlen gehören, so ist auch immer: 

p + q+q'=^c, p + r+r'^c, etc. 
Die Integrale der Fundamentalpunkte seien t?i, «2, ... «5; dann ist auch noch 

p'+2f), = 2c. 
Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 

^^i+q+q'+r+r' = 3c, 
d. h. je swei auf Strahlen des Büschels P gelegene Punktepaare bilden mit den 
Fundamentalpunkten ein Schnittpunktsystem dritter Ordnung. Jede Curve dritter 
Ordnung, welche die Fundamentaipunkte, ein Punktepaar von f=0 auf einem 
Stral\) des Büschels P enthält nnd durch irgend einen andern Pankt geht, 
enthält auch noch denjenigen, in welchem die Verbindungslinie des letzteren 
mit P die Curve f=0 schneidet. 

Ich werde jetzt zeigen, dass wirklich das System der durch je zwei 
Punktepaare auf Strahlen des Büschels P und durch die Fundamentaipunkte 
gelegten Cureen dritter Ordnung die Form 

(3.) uj, + u,f, + u,f,+u,f, = 
hat, also mit dem System der Abbildungen ebener Schnitte der Oberfläche 
vierter Ordnung völlig identisch ist. 

Zu diesem Ende wähle ich in der Ebene einen beliebigen Punkt A 
und drei Strahlen des Büschels P, auf denen die Punktepaare QQ', RR', SS' 
liegen. Die Curven fi = 0, /i = 0, /i = lege ich durch die Fundamental- 
punkte und durch A, ausserdem /'i = darch RR!, 8; die Cnrve geht dann 
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auch durch S'; /2 = durch SS', Q, mithin auch durch Q'; endlich /3 = 
durch QQ\ fl, also auch durch fl'. Jede Curve /i + A/'j = geht dann durch 
die Fundamentalpunkte« durch A, und durch SS'; bestimmt man l so, dass 
sie noch durch einen beliebig gewählten Punkt T der Curve f==0 geht, so 
enthält sie auch den zugeordneten Punkt T', der mit T auf einem Strahle des 
Bäschels P liegt. Ebenso enthalt /; 4-^/3 = 0, wenn fi so bestimmt wird, dass 
die Curve durch den Punkt T geht, auch den Punkt T'. Auch die Curve 

(4.) (/i+^A)+p(/;+iti/3) = 

enthalt T, T\ und wenn man q so bestimmt, dass die Curve durch einen 
Punkt U von ^=0 geht, auch den zugeordneten Punkt U'. Die Curve (4.) 
geht also durch die Fundamentalpunkte und durch A^ und enthält zwei beliebig 
gewählte Paare TT', UU\ Die Form (4.) umfasst demnach bei beliebiger 
Wahl der Parameter l, fi, q alle Curven dritter Ordnung, welche durch die 
Fundamentalpunkte und A gehen und zwei Punktepaare IT, UV enthalten. 
Alle diese Punkte, ausser A, enthält auch f=0: daher umfasst die Gleichung 

(5.) {fi+M^)+if{n+tih)+of = 

alle Curven dritter Ordnung, welche überhaupt durch die Fundamentalpunkte 
und durch zwei Punktepaare TT, UV gelegt werden können. Das System 
(5.) aber ist von dem System (3.) nicht verschieden. 

Man sieht hieraus, dass die Wahl der Abbildung der Doppeicurve, des 
Punktes P, und des bis auf einen Punkt willkörlichen Kegelschnitts tp die 
Abbildung völlig und eindeutig, und also, bis auf eine lineare Transformation, 
deren Coefficienten beliebig bleiben, auch die Gleichung der Fläche vollständig 
bestimmt. 

So wie die Abbildung jedes ebenen Schnittes durch die Fundamental- 
punkte geht, und die Abbildung der Doppeicurve in zwei Punktepaaren QQ' 
schneidet, so muss die Abbildung des vollständigen Durchschnitts der Fläche 
vierter Ordnung mit einer Fläche ti^ Ordnung eine Curve 3»'"" Ordnung sein, 
welche jeden Fundamentalpunkt nfach enthält, und ausserdem die Abbildung 
der Doppeicurve in 2n Punktepaaren QQ' schneidet. Man erhält die Gleichung 
dieser Curve, wenn 

F{xiX^x^Xi^ = 
die schneidende Fläche ist, in der Form 

Aber auch der soeben ausgesprochene Satz ist umkehrbar, und man weist 
dies ähnlich nach, wie das Entsprechende bezfiglich der ebenen Schnitte. Man 

Jonnial fflr Mathematik Bd. LXIX. Heft 2. 20 
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kann daher umgekehrt jede Curve mit den oben bezeichneten Eigenschaften 
als die Abbildung des vollständigen Durchschnitts der gegebenen Fläche mit 
einer Fläche i»^®^ Ordnung betrachten. Dabei mag bemerkt sein, was sofort 
ersichtlich ist, dass, wenn etwa die Curve 3n^^ Ordnung in einend der Fun- 
damentalpunkte einen (n+l) fachen Punkt hat, die dem Fundamentalpunkte ent- 
sprechende Gerade einen Theil der vollständigen Durchschnittscurve bildet. 

Die hier bewiesene Eigenschaft ebener Schnittcurven führt augenblicklich 
zur Lösung einer Reihe von Aufgaben, deren genauere Ausführung, da sie 
auf der Hand liegt, hier übergangen werden kann. So construirt man zu der 
Abbildung jedes Kegelschnitts einer der zehn Schaaren die Abbildung des er- 
gänzenden Kegelschnitts, insbesondere die Bilder der vierzig Kegelschnitte, 
welche in den Ebenen der vierzig Paare von Geraden liegen, u. s. w. 

§. 6. Curven dritter Ordnung, welche auf der Fläche liegen. 

Bei der Frage nach Curven dritter Ordnung, welche auf der Oberfläche 
liegen, kann man zunächst die ebenen betrachten. Diese bilden immer mit 
einer Geraden einen ebenen Schnitt; es giebt also. sechzehn Schaaren, welche 
sich abbilden 1) als Gerade durch den Punkt P; 2) als Kegelschnittschaaren 
durch drei Fundamentalpunkte und durch ein Punktepaar QQ'^ daher mit einem 
weiteren gemeinsamen Punkt (vgl. §. 4); 3) als Curven dritter Ordnung, 
welche durch alle Fundamentalpunkte gehen und in einem derselben einen 
Doppelpunkt haben, welche ausserdem ein Paar QQ' enthalten und demnach 
noch einen weiteren festen Punkt besitzen (§.-4). Jede dieser Schaaren ent- 
hält fünfmal eine Gerade und einen Kegelschnitt. 

Um die unebenen Curven dritter Ordnung zu finden, welche, auf der 
Fläche liegen, gehe ich auf die Gleichung 

N = Sn-JS"« 
zurück. Da eine Gerade die Curve dritter Ordnung in diesem Falle höch- 
stens in zwei Punkten schneiden kann, so ist keine der Zahlen a grösser als 
.2; man hat also in obiger Formel, damit iV=3, höchstens i»=?4. Doch 
müsste ^a = 9 für is = 4 sein, also vier der a gleich 2; daher müsste die 
Abbildungscurve vierter Ordnung vier Doppelpunkte haben. Es bleiben also 
nur übrig die Fälle: 

n = 3, ein a gleich 2, die übrigen gleich 1 ; 
n=2, drei a gleich 1, die übrigen Null; . . 

»=ly alle aKuli.. 
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Es giebt oUso sechzehn doppelt unendliche Schaaren eon Raumcurven dritter 
Ordnung^ welche auf der Fläche liegen. Die Curt^en einer Schaar treffen eine 
der sechzehn Geraden zweimal^ zehn einmal^ die fünf aber^ welche die erste 
schneiden, gar nicht. Die Abbildungen dieser Curvenschaaren sind: 

1) Das System der Geraden in der Ebene. 

2) Die Kegelschnitlsysleme durch drei Fundamentalpunkte. 

3) Die Curven dritter Ordnung, welche durch die Fuudamentalpunkte 
gehen und in einem derselben einen Doppelpunkt haben. 

Zwei Curven desselben Systems sehneiden sich einmal, zwei Curven 
verschiedener Systeme zweimal, wenn die entsprechenden Geraden sich nicht 
treffen, dreimal, wenn sie sich treffen. 

Eine solche Schaar enthält insbesondere die entsprechende einfach un- 
endliche Schaar von ebenen Curven dritter Ordnung, indem die Schnittpunkte 
mit der Doppelcnrve sich zu einem wirklichen Doppelpunkte vereinigen können; 
sodann fünfmal eine Gerade, welche die der Schaar zugeordnete schneidet, in 
Verbindung mit einer einfachen Kegelschnittschaar, welche beide Geraden 
schneidet ; und insbesondere zehnmal drei Gerade, deren eine von den beiden 
anderen geschnitten wird, nnd welche mit der dieser Schaar zugeordneten 
Geraden ein windschiefes Viereck bilden. 

Bei der Uebertragung ebener Satze auf die Fläche ist es eine Schaar 
dieser Curven, welche die Stelle der Geraden in der Ebene versieht. 

Jede dieser Ranmcurven wird durch jede Curve einer einfachen ihr 
BQgeordneten Schaar von Curven fünfter Ordnung und zweiter Species {Salmon) 
mit einem wirklichen Doppelpunkt zum vollständigen Durchschnitt der Fläche 
mit einer Fläche zweiter Ordnung ergänzt. Die Abbildungen dieser Schaaren 
werden, den oben unter 1), 2), 3) angeführten Abbildungen der Raumcurven 
dritter Ordnung entsprechend, folgende: 

1) Curve fünfter Ordnung, welche jeden der Fundamentalpunkte zum 
Doppelpunkt hat. Sie muss durch die drei Punkte der Abbildung der Doppel- 
curve gehen, welche die Durchschnitte derselben mit der zugehörigen der 
unter 1) oben angeführten Geraden zu Paaren QQ' ergänzen, und muss noch 
ein anderes Paar QQ' enthalten. 

2) Curve vierter Ordnung, welche zwei Fundamentalpunkte als Doppel- 
punkte, die übrigen einfach enthält. Sie muss durch die drei Punkte der Abbildung 
der Doppelcurve gehen, welche die Durchschnitte derselben mit dem zuge- 

20* 
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hörigen der unter 2) oben angefahrten Kegelschnitte zu einem Paar QQ' er- 
gänzen, und muss ein weiteres Paar QQ' enthalten. 

3) Curve dritter Ordnung durch vier Fundamentalpnnkte. Sie muss 
durch die drei Punkte der Abbildung der Doppelcurve gehen, welche die 
Durchschnitte derselben mit der zugehörigen der unter 3) oben angeführten 
Curve dritter Ordnung zu Paaren QQ' ergftnzen, und muss noch ein anderes 
Paar QQ' enthalten. 

Wenn die Baumcurve dritter Ordnung in eine ebene Curve mit Doppel- 
punkt ausartet, so löst die Curve fünfler Ordnung sich in eine Gerade und 
eine ebene Curve vierter Ordnung auf, was sich in der Abbildung leicht ver- 
folgen lässt. 



§. 7. Baumearven vierter Ordnung und zweiter SpecieB^ welche auf der Fläche 

liegen« Doppelvieren. 

Von besonderem Interesse sind die Raumcurven vierter Ordnung, welche 
auf der Fläche liegen. Da durch eine Baumcurve vierter Ordnung, wenn 
sie erster Species ist, unendlich viele, wenn sie zweiter Species ist, eine 
Fläche zweiter Ordnung gelegt werden kann, so wird jede Baumcurve vierter 
Ordnung durch eine andere zum vollständigen Durchschnitt der Fläche mit 
einer Fläche zweiter Ordnung ergänzt. Die Abbildungen zweier solcher sich 
ergänzenden Curven sind zusammen von der Ordnung 6. Die beiden Abbil- 
dungscurven können also nur von der zweiten und vierten oder beide von 
der dritten Ordnung sein. Im ersten Falle hat man Baumcurven zweiter, im 
anderen Baumcurven erster und zweiter Species vor sich. In der That näm- 
lich sieht man sofort, da keine der Zahlen a grösser als 3 sein kann, die Ab- 
bildungscurve auch nicht zerfallen darf, dass nur folgende Fälle möglich sind : 

1) i» = 2, zwei a gleich 1, die Obrigen 0; 

2) I» = 4, drei a gleich 2, zwei gleich 1 ; 

3) i» = 3, drei der a gleich 1, eines 2, eines 0; 

4) n = 3, alle a gleich 1. 

Es giebt daher im Garnen vierzig dreifach unendliche Schaaren von Raum- 
curven vierter Ordnung und zweiter Species , welche in der Weise zwanzig 
conjugirte Schaaren bilden, dass die Ergänzung der einer Schaar angehörigen 
Curven zu der conjugirten Schaar gehört. Solcher Schaaren sind in 1) zehn 
enthalten, in 2) die ihnen conjugirten; unter 3) sind zwanzig Schaaren ent- 
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halten, die paarweise conjugirt sind. Dagkgen giebl es nur eine vierfach un-- 
endliche Schaar von Raumcurven vierter Ordnung und erster Species; dieselbe 
ist die mit 4) bezeichnete, und die Ergänzongscurve einer jeden darin vor- 
kommenden Curve gehört wieder der nämlichen Schaar an. 

Die Beziehungen der vierzig Schaaren von Curven vierter Ordnung und 
zweiter Species zu den sechzehn Geraden ergiebt sich aus folgender Com- 
bination. Die sechzehn Combinationen zu fünf von sich nicht schneidenden 
Geraden, welche in der Tafel I. gegeben sind, enthalten alle Combinationen 
sich nicht schneidender Geraden zu 2 und 3. Wenn man aber ein beliebiges 
Tripel sich nicht schneidender Geraden wählt, so zeigt sich, dass ausser den 
beiden zu einer Fünf mit ihnen verbundenen Geraden noch eine exislirt, welche 
jene drei nicht schneidet. Es existiren also Vieren von sich nicht schneiden- 
den Geraden ; ihre Zahl ist vierzig, und diese Vieren ordnen sich (einem von 
Herrn Schläffli aufgefundenen Verhalten der Geraden einer Fläche dritter Ord- 
nung analog) paarweise dergestalt, dass von zwei solchen Vieren 

a b c d 

a ß y ö 
jede Gerade der einen die drei nicht unter oder über ihr stehenden der an- 
deren Vier schneidet, die vierte aber nicht. Nennen wir ein solches System 
eine Doppekiery so enthält also die Fläche zwanzig Doppehieren, welche in 
dem folgenden Schema zusammengestellt sind: 
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Diese zwanssig Doppeleieren sind wieder zu zwei conjugirt und bilden 
zehn Gruppen, deren jede alle Geraden enthält. Es ergänzen sich in dieser 
Weise die entsprechenden Doppelvieren der ersten und dritten, so wie der 
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zweiten und vierten Columne des obigen Schemas. Jedes derartige Paar eon 
Doppehieren ist einem bestimmten Tripel der Doppelgruppen (IV.) adjungirt; 
jede Doppelvier nämlich enthält zwölf Paare sich schneidender Geraden (IL), 
und zwar je zwei aas den Hälften dreier Doppelgruppen (IV.), keine aber 
aus den anderen; die ergänzende Doppelvier verhält sich genau ebenso. 

Jede der vierzig Schaaren von Raümcurven vierter Ordnung und zweiter 
Species ist einer Vier so zugeordnet^ dass jede Curve der Schaar die Gereuten 
der Vier zweimal trifft, die Geraden der anderen Hälfte der Doppelvier nicht, 
alle übrigen einmal. Die conjugirte Schaar ist derselben Doppelvier zugeordnet, 
nur dass die beiden Hälften der Doppelvier entgegengesetzte Beziehungen zu 
der Schaar haben, wie vorhin. Einer solchen Doppelschaar steht diejenige 
gegenüber, vvelche der ergänzenden Doppelvier zugeordnet ist. Bildet sich 
eine Schaar als Kegelschnitte, die zugeordnete als Curven vierter Ordnung ab, 
so stehen ihnen gegenüber zwei Schaaren, die sich als Curvensysteme dritter 
Ordnung abbilden, und umgekehrt. 

Zwei Curven derselben Schaar schneiden sich in zwei Punkten, 
zwei Curven aus conjugirten Scharren in sechs, zwei Curven aus gegen- 
überstehenden Doppelschaaren in vier. 

Wenn man eine Schaar heraushebt, und die conjugirte sowie die 
beiden gegenüberstehenden auslässt, so theUen sich in Bezug auf die erste 
die übrigen sechsunddreissig Schaaren in drei Gruppen zu zwölf. Die 
Schaaren der einen Gruppe gehören zu Vieren, welche mit der Vier der 
gegebenen Schaar zwei Gerade gemein haben; Curven solcher Schaaren 
schneiden die der gegebenen Schaar in drei Punkten. Die Schaaren der 
anderen Gruppen gehören zu Vieren, welche mit der Vier der gegebenen 
Schaar eine Gerade gemein haben; Curven solcher Schaaren schneiden 
die der gegebenen Schaar in vier Punkten. Die Schaaren der dritten 
Gruppe gehören zu Vieren, welche mit der Vier der gegebenen Schaar 
keine Gerade gemein haben; Curven dieser Schaaren schneiden die Curven 
der gegebenen Schaar in fünf Punkten. 

Die zwölf Schaaren der zweiten Gruppen bestehen aus drei Schaaren 
nebst ihren zugeordneten und gegenüberstehenden. Die zwölf Schaaren der 
dritten Gruppen sind denen der ersten zugeordnet. 

Jede der vierzig dreifach unendlichen Schaaren von Curven vierter 
Ordnung und zweiter Species enthält vier solche doppelt unendliche Schaaren, 
welche in eine Gerade und eine Schaar von Raumcurven dritter Ordnung zer- 
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fallen; nämlich in eine Gerade der Vier, welche von der Schaar nicht ge- 
troffen wird, und die Schaar von Raumcurven dritter Ordnung, welche die 
entsprechende Gerade der zugeordneten Vier zweimal schneiden. 

Jede jener vierzig Schaaren enthält ferner eine doppelt unendliche 
Schaar von Curven, die aus zwei sich in einem Punkt schneidenden Kegel- 
schnitten bestehen. Die beiden einfach unendlichen Kegelschnittschaaren, aus 
welchen diese doppelt unendliche Schaar sich zusammensetzt, sind dadurch be- 
stimmt, dass die von ihnen getroffenen Systeme (IV.) die vier Geraden ent- 
halten, denen die Schaar der betrachteten Curven vierter Ordnung zuge- 
ordnet ist. f 

Zwei Geraden mit einer Kegelschnittschaar kommen vierzehnmal in 
jeder Schaar von Curven vierler Ordnung vor. Und zwar erhält man sechs 
dieser Combinationen, indem man zwei Gerade a^ b der Vier wählt, welche 
von der Schaar vierter Ordnung nicht getroffen wird, und die Kegelschnitt- 
schaar hinzufügt, welche diese sowie die entsprechenden der ergänzenden Vier 
schneidet. Diese sechs Combinationen werden also aus Kegelschnitten gebildet 
und aus zwei Geraden^ welche jene, aber nicht einander schneiden. Dagegen 
benutzt man zur Bildung der acht fibrigen Combinationen je eine Gerade a 
der von der Schaar vierler Ordnung nicht getroffenen Vier, fügt ihr eine, i»,. 
der beiden Geraden hinzu, welche a treffen, ohne der ergänzenden Vier an- 
zugehören, und die Kegelschnittschaar^ welche m und die zu a in der er- 
gänzenden Vier gehörige Gerade a trifft. In diesen Fällen hat man also als 
Curve vierter Ordnung einen Kegelschnitt^ eine ihn einmal schneidende Gerade, 
und eine zweite Gerade, welche diese, nicht aber den Kegelschnitt trifft. 

In jeder der vierzig Schaaren vierler Ordnung finden sich endlich 
44-12 = 16 Systeme von 4 Geraden, welche eine Raumcurve vierter Ord- 
nung und zweiter Species ersetzen. Vier dieser Systeme bestehen je aus 
einer Geraden der Vier, deren Geraden von den Curven der Schaar zweimal 
geschnitten werden, in Verbindung mit den drei Geraden der ergänzenden Vier, 
welche erslere schneiden. Die zwölf anderen sind ungeschlossene Vier- 
seite; man erhält eines derselben, wenn man irgend zwei Gerade wählt, welche 
von der betrachteten Schaar nicht geschnitten werden, und eines der beiden 
Paare (II.) hinzufügt, deren jede Gerade eine der ersten beiden trifft, und deren 
jede Gerade zugleich eine der beiden Geraden trifft, welche jenen Geraden in 
der betreffenden Doppelvier zugeordnet sind. 
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§. 8. Raumcurven vierter Ordnung und erster Species, welche auf der 

Fläche liegen. 

Ich komme jetzt zur Untersuchung der vierfach unendlichen Schaar von 
Raumcurven vierter Ordnung und erster Species^ welche auf der Fläche liegt, 
und deren Curven sich als Curven dritter Ordnung durch die Fundamental- 
punkte abbilden. 

Jede Curve dieser Schaar schneidet jede der sechzehn Geraden in etneni 
Punkte, jeden auf der Fläche liegenden Kegelschnitt in zwei Punkten, jede 
auf der Fläche liegende Curve dritter Ordnung in drei Punkten, jede Curve 
vierter Ordnung in vier Punkten. 

Die Schaar enthält jede der Geraden in Verbindung mit der zugehörigen 
Curvenschaar dritter Ordnung, sowie die Doppelschaar, welche aus je zwei 
Gebilden zweier conjugirten Kegelschnittschaaren besteht. Sie enthält insbe* 
sondere jedes Geradenpaar (11), in Verbindung mit der Kegelschnittschaar, 
welche der das Paar enthaltenden conjugirt ist. Sie enthält endlich die vierzig 
windschiefen Vierecke (III. ). 

Da eine durch die Fundamentalpunkte gelegte Curve dritter Ordnung 
nach dem Fräheren kein Punktepaar QQ' enthalten kann, ohne noch ein zweites 
zu enthalten, so treten in der Schaar keine Curven auf, welche auf der Doppel- 
curve einen Doppelpunkt haben, sondern nur solche, die deren zwei haben — 
die ebenen Schnitte. Dagegen kann man die Forderung stellen, dass die Ab- 
bildung einer Curve der Schaar in einem beliebigen anderen Punkte der Bild- 
ebene einen Doppelpunkt habe, was drei Bedingungen mit sich führt. Durch 
Jeden Punkt der Oberfläche geht also eine einfach unendliche Schaar van 
Raumcfireen vierter Ordnung ^ welche in diesem Punkte einen Doppelpunkt 
haben und ganz der Fläche angehören. In jeder Schaar giebt es zwei Cureen 
mit Rückkehrpunkt y und fünf Curven ^ welche in zwei Kegelschnitte zerfallen. 
Die Abbildungen dieser einfachen Schaar biiden ein Curvenbflschel dritter Ord- 
nung mit fünf gemeinsamen Punkten und einem gemeinsamen Doppelpunkt. Die 
Tangentenpaare des Doppelpunkts bilden daher eine Involution, deren Doppel- 
strahlen die beiden ROckkehrtangenten sind. Unter den Curven vierter Ord- 
nung, welche dem Büschel entsprechen,^ ist insbesondere auch die Schnittcnrve 
der Tangentenebene enthalten. Da nun die Doppelverhaltnisse eines Büschels 
der Abbildung des eindeutigen Entsprechens wegen noch für die Bogenelemente 
auf der Fläche selbst, beziehungsweise für deren Tangenten gelten, so hat 
man den Satz: 
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Die Tangenten des Doppelpunktes in dieser Schaar von Curven vierter 
Ordnung bilden eine Involution, deren Doppelstrahlen die Tangenten der mit 
RUckkehrpunkt schneidenden Curven sind; und insbesondere liegen die letzteren 
%u den Haupttangenten harmonisch. 

Man kann nun fragen, fflr welche Punkte der Oberfläche die beiden 
Rflckkehrtangenten dieser Schaar zusammenfailen. Jedes Paar der Involution 
muss dann aus der festen Richtung dieser Tangente bestehen und aus einer 
beliebigen anderen Richtung. Denken wir uns einen solchen Punkt und den 
betreffenden Punkt der Abbildung gefunden. Alle Curven dritter Ordnung, 
welche durch die Fundamentalpunkte gehen und diesen Punkt zum Doppel- 
punkt haben, mflssen in diesem Punkt eine gemeinsame Tangente haben. 
Bilden wir nun die ffinf besonderen Curven, welche aus einem durch vier 
Fundamentalpunkte und den gegebenen Punkt gehenden Kegelschnitt und 
aus der Verbindungslinie des Punktes mit dem fänften Fundamentalpunkte be- 
stehen, wobei vorausgesetzt wird, dass der gegebene Punkt nicht einer der 
Fundamentalpunkte selbst ist. Betrachten wir zwei dieser zerfallenden Curven. 
Entweder fallen die beiden dabei vorkommenden Geraden zusammen, d. h. der 
gegebene Punkt liegt in der Verbindungslinie zweier Fundamentalpunkte; 
oder der Kegelschnitt der einen Combination wird in dem gegebenen Punkte 
von der Geraden der andern berahrt, d. h. der Kegelschnitt muss in zwei 
Gerade zerfallen, von denen eine den gegebenen Punkt und einen Fnnda- 
mentalpunkt , der andere drei solche enthalten mOsste, was unmöglich ist; 
oder endlich die Kegelschnitte berühren sich, haben daher ffinf Punkte gemein, 
fallen also zusammen, und geben in die Abbildung der Gcfraden 16 Aber. 
Man sieht also, da>ss nur die Punkte der sechzehn Geraden nicht mehr als eine 
Gurve vierter Ordnung mit Rückkehrpunkt s^ulassen, während alte Curven 
vierter Ordnung, welche in ihnen einen Doppelpunkt haben, eine feste Tangente 
besitzen. Diese feste Tangente ist die Gerade selbst, auf welcher der ge^ 
gebene Punkt Hegt; die Curven vierter Ordnung bestehen aus ihr und einer 
Sekaar von Curven dritter Ordnung. 

Dass ffir jeden Punkt der sechzehn Geraden dies zutrifft, sieht man leicht. 
Gehört der Punkt der Geraden 16 an, so bestehen die gesuchten Curven in 
der Abbildung aus dem Kegelschnitt 16 und einer Geraden durch den Punkt; 
die Tangenten des Doppelpunktes fallen zusammen, wenn die Gerade den 
Kegelschnitt beröhrt. Gehört der Punkt der Verbindungslinie zweier Fun- 
damentalpunkte an, so sind die Bilder der gesuchten Curvenschaar diese Ver^ 
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bindungfliinie selbst und die Kegelschnitte, welche durch den gegebenen Punkt 
and die drei flbrigen Fondamentalponkte gehen ; nur fDr den im gegebenen Punkte 
berflhrenden Kegelschnitt fallen die Tangenten des Doppelpunktes zusammen. 
Ist endlich der Punkt auf einer der Geraden gelegen, welche sich als Fun- 
damentalpunkte abbilden, so ist jede Curve, welche durch ihn geht, in der 
Abbildung genöthigt, in dem Fundamentalpunkte eine bestimmte Tangente zu 
haben. Die Cunren vierter Ordnung mit Doppelpunkt zerfallen in die Gerade 
und in eine Curve dritter Ordnung, deren Abbild wieder eine Curve dritter 
Ordnung ist; die letztere geht durch alle Fundamentalpunkte, hat in einem 
einen Doppelpunkt und für, ihn eme gegebene Tangente. Einer BerQhrung 
der Geraden im Raum mit der Curve dritter Ordnung im Raum entspricht 
ein Rfickkehrpunkt mit der gegebenen Richtung als ROckkehrtangente, was 
wieder nur auf eme l^eise eintreten kann. 

Die Schnittpunkte zweier Geraden machen in gewissem Sinne eine 
Ausnahme. Ftlr diese besteht die Schaar von Curven vierter Ordnung aus 
den beiden Geraden und einer Kegelschnittschaar, deren Curven beide Geraden 
schneiden. Hier sind beide Tangenten des Doppelpunktes fest; ein Rtlckkehr^ 
punkt kann nicht eintreten, wohl aber ein dreifacher Punkt, indem ein Kegel- 
schnitt durch den Doppelpunkt des Paares hindurchgeht. — 

Jede Curee vierter Orämung m^d erster Speeiee schneidet die Bappelcmrve 
m f^ier Punkten y und es giebt stets eine einffick unendliche Schaar , wetehe 
in denselben wer Punkten schneidet, so wie eine ergäw^ende Schaar, welche in 
denselben Punkten den anderen Mantel der Fläche schneidet , so dass jede 
Curee der einen Schaar sich mit jeder Curf>e der anderen su emem f>oü^ 
ständigen Durchschnitte vereinigt. 

In der That schneidet jede in der Abbildung durch die Fundamental- 
punkte gelegte Curve dritter Ordnung die Abbildung der Doppelcurve in 4 
Punkten Q, deren vierter durch die ersten drei bestimmt ist, und welche mit 
den ersten Grundpunkte eines BOschels sind. Den vier Punkten Q »nd auf der 
Abbildung der Doppelcurve vier Punkte Q' zugeordnet, wdche mit den Fun- 
damentalpunklen die Grundpunkte eines zweiten, ergünzenden BOscbels sind. 

§. 9, Aungozoichnete Raumcurven vierter Ordnung und erster Species, welche 

auf der Fläohe liegen. 

Die Doppelcuree enthält vier Punkte, in denen die beiden Tangenten-^ 
filmen sieh eereinigen (ROokkehrpunkte der Flache). Die AbbiMung«! dieser 
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Punkte erhalt man, indem man vom Punkte P an die Abbildung der Doppel- 

curve Tangenten zieht; in jedem der vier Berührungspunkte liegt ein Paar QQ' 

vereinigt. Die elliptischen Argumente dieser Punkte {q) sind durch die 

Gleichung 

p+2q ^ c 

gegeben, wo rechts noch Perioden addirt werden können. Man erhält daraus 
fflr die q die Werthe 

9 - 2 + 2 ' 

wenn w, w' die elliptischen Perioden, a und b gleich oder 1 sind. Daher 
ist die Summe aller q bis auf Perioden: 

Sq = 2(c~p), 
also, wegen der oben (§.5) aufgestellten Gleichungen: 

JF© + JFg = 2c -p'+ 2c - 2/> = 3c. 

Die vier BerOhrungspunkte bilden somit zusammen mit den Fundamental- 
punkten die Grundpunkte eines Bflschels, welches sich selbst ergänzt; und 
daher hat man den Satz: 

Durch die auf der Doppeicuree gelegenen vier Rückkehrpunkte der Fläche 
geht eine einfache Schaar von Ramncurven vierter Ordnung und erster Species. 
Längs jeder dieser Curven wird die Fläche van einer Fläche »weiter Ordnung 
berührt^ und je zwei der Curven liegen zusammen auf einer Fläche zweiter 
Ordnung. 

Unter dieser Curvenschaar befinden sich einige besondere Curven von 
hervorragender Bedeutung. Man wird auf sie geführt durch die Betrachtung 
conjugirter Kegelschnittschaaren. Dieselben bilden sich ab als Kegelschnitt* 
schaar durch vier Fundamentalpunkte und Geradenschaar durch den fünf- 
ten. Jedem Kegelschnitt der einen Schaar im Räume entspricht ein Kegel- 
schnitt der conjugirten, welcher mit ersterem in einer Ebene liegt. Da sich 
auf diese Weise also auch die abgebildeten Schaaren eindeutig entsprechen, 
so liegen die Schnittpunktpaare entsprechender Elemente beider Gebilde auf 
einer Curve dritter Ordnung. Diese geht durch die Fundamentalpunkte und 
durch die Berührungspunkte der von P an die Abbildung der Doppelcurve 
gezogenen Tangenten. Man construirt nümlich in der Abbildung den zu einem 
Kegelschnitt durch vier Fundamentalpunkte gehörigen Strahl des Büschels durch 
den fünften folgendermassen : Der Kegelschnitt schneidet die Abbildung der 
Doppelcurve in zwei Punkten R^ S; diese mit P verbunden geben zwei 

21» 
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weitere Punkte R', S' der Abbildung der Doppelcurve; letztere liegen mit 
dem fünften Fundamentalpunkt auf dem zugehörigen Strahl des Büschels. Legt 
man nun R in einen der vier Berührungspunkte der von P gezogenen Tan- 
genten, so fällt R' mit jR zusammen, und der Strahl schneidet den Kegel- 
schnitt in diesem Berührungspunkt, der also der Curve angehört. Ist der 
Kegelschnitt aber insbesondere der Kegelschnitt 16, so rückt R in P, und der 
Strahl schneidet den Kegelschnitt -in dem fünften Fundamentalpunkt. Geht 
endlich der Kegelschnitt durch denjenigen Funkt in der Abbildung der Doppel- 
curve, welcher mit einem der ersten vier Fundamentalpunkte und P in 
einer Geraden liegt, so fällt R in diesen, also R' in den Fundamentalpunkt, 
und wird zugleich ein Durchschnitt des Strahls mit dem Kegelschnitt. Daher 
geht in der That die fragliche Curve durch alle Fundamentalpunkte. Und so hat 
man den Satz: 

Unter der obigen Schaar befinden sich insbesondere fünfCurven^ welche 
der Ort der Durchschnittspunkte zugeordneter Kegelschnütschaaren , also der 
Ort der Berührungspunkte der doppelt berührenden Ebenen sind. 

Dieses sind die Berührungscurven der von Herrn Kummer gefundenen 
Kegel. 

Unter der vierfach unendlichen Schaar von Curven vierter Ordnung 
und erster Species befinden sich noch fünf andere bemerkenswerthe Curven, 
der geometrische Ort der Berührungspunkte von Kegelschnitten conjugirter 
Schaaren. Nennt man ein Kegelschnittbüschel (p + lyj = 0^ ein Büschel von 
Geraden ^+/ijB=0, so ist der geometrische Ort der Punkte, in denen Kegel- 
schnitte der Schaar von Geraden des Büschels berührt werden, die Curve 

dritter Ordnung 

(pi tpi ABl — BAi 

(fi yj2 AB2--BA2 = 0. 
(p3 \p^ ABj—BA^ 

Die Curve geht durch die Fundamentalpunkte des Kegelschnittbüschels (^=0, 
V^ = 0), durch die Nebenecken des aus ihnen gebildeten Vierecks (9>,+ ^V^<==0), 
und durch den Scheitel des Büschels (^ = 0, i? = 0) ; in letzterem hat sie die- 
selbe Tangente wie der durch den Büschelscheitel gehende Kegelschnitt, in 
den ersten wird sie berührt von den Verbindungslinien des betreffenden 
Grundpunktes mit dem Scheitel des Strahlbüschels. Wenden wir dies auf die 
Abbildung zweier conjugirten Kegelschnittschaaren an, etwa auf diejenigen, 
welche sich als Kegelschnitte durch 1,2,3,4 und als Strahlen durch 5 abbilden. 
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SO erhält man als Ort der Berührung eine Curve dritter Ordnung, welche durch 
die Fundamentalpunkte 1, 2, 3, 4, 5 geht, in den vier ersten beziehungsweise 
von den Strahlen 9, 12, 14, 15 und im letzten von dem Kegelschnitt 16 be- 
rührt wird, und welche endlich durch die Schnittpunkte von 6 mit 13, von 
7 mit 11, von 8 mit 10 geht. Die entsprechende Raumcurve vierter Ordnung 
geht daher durch die acht Scheitel der Paare: 

1,9; 2,12; 3,14; 4,15; 5,16; 6,13; 7,11; 8,10; 
d. h. durch die Scheitel der entsprechenden Systeme conjugirter Geradenpaare 
(IV.)- Man hat also den Satz: 

Es giebt auf der Oberfläche fünf Curven merter Ordnung und erster 
Species^ deren jede der Ort der Berührungen conjugirter Kegebchnütschaaren 
ist und durch die acht Scheitel der in diesen Schaaren vorkommenden Geraden-- 
paare hindurchgeht. 

§. 10. Analytischer Ausdruck der Fläche. Die iSTtimm^rschen Bertthrungskegel. 

Ich gehe jetzt zum Beweise des Satzes über, dass jede Fläche vierter 
Ordnung mit einem Kegelschnitt als Doppelcurve in der angegebenen Weise 
auf einer Ebene eindeutig abgebildet werden kann. Legen wir die von Herrn 
Kummer gegebene Form der Oberflächengleichung zu Grunde 

(1.) y^-4pV = 0, 

in welcher (p^ tp Ausdrücke zweiten Grades, p ein linearer Ausdruck ist. Man 
erhält die Doppelcurve aus J9 = 0, ^ = 0; für die Rückkehrpunkte der Fläche 
ist auch noch y; = 0. Setzt man mit Herrn Kummer an Stelle der Gleichung 
(1.) die Gleichung 

(2.) i(p+2kpy--^p\yj + l<p+kY) = 0, 
in welcher l ein willkürlicher Parameter ist, so stellt 

f+i(p+iy = 

eine Flächenschaar zweiter Ordnung dar, welche durch die Rückkehrpunkte 
geht, und welche die Fläche vierter Ordnung in der oben angegebenen Schaar 
von Raumcurven vierter Ordnung und erster Species berührt; diese Raumcurven 
sind die Durchschnitte der Flächenpaare 

,3. ^ifj+icp+iy = 0, 

♦ (p+2lp' = 0. 
Die in der zweiten Gleichung enthaltene Schaar ist dadurch charakterisirt, dass 
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sie durch die Doppelcuree geht und in dieser einen allen Flächen der Schaar 
gemeinsamen Tangentenkegel besitist, dessen Tangentenebenen m den Rückkehr- 
punkten siugleich Tangentenebenen der Fläche sind. Dieser Tangentenkegel 
befindet sich selbst unter dieser Schaar. Nimmt man ihn als Cnrve 9 = an 
und legt das Coordinatenletraeder {xyzp) zu Grunde, dessen Ecken die Spitze 
dieses Kegels und die Nebenecken des aus den Rückkehrpunkten gebildeten 
Vierecks sind, so erhält man die einfachste Darstellung der Flachengleichung, 
nftmlich 

(4.) {x'+y'Wf-^p\oix'+ßy'+rt'+dp'+2p{M+by^ = 

oder, der Form (2.) entsprechend: 

Die fünf Berährungskegel des Herrn Kummer erhfilt man, indem man den 
Coefficienten von — 4j9^ der Bedingung unterwirft, dass seine iJeMesche De- 
terminante verschwindet. Man gelangt dadurch zu der Gleichung fünften Gra- 
des in l: 

• 

eine Form, welche sofort zeigt, dass die Gleichung fünften Grades einen all- 
gemeinen Charakter besitzt, indem alle Coefficienten derselben, abgesehen von 
den ersten beiden, welche 1 und sind, ganz beliebige Werthe annehmen 
können. Die zugehörigen Kegelspitzen sind durch die Gleichungen gegeben: 

{a+l)x+ap = 0, 

(ß + ^)y + bp = 0, 

Dieses sind, für ein veränderliches k, die Gleichungen einer Raumcurve dritter 
Ordnung, welche durch die Ecken des Coordinatentetraeders geht; man hat 
daher den Salz: 

Die Spitzen der fünf doppelt berührenden Kegel liegen auf einer Raunh- 
euree dritter Ordnung mit dem Punkte, in welchem die vier Tangentenehenen 
der Rückkehrpunkte sich treffen, und mit den drei Nebenecken des aus den 
Rückkehrpunkten gebildeten vollständigen Vierecks. 
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§. 11. Erzeugung der Fläche durch Kegelgchnittschaaren. Paare vod 

Geraden. 

Seien nun X, JJ zwei Wurzeln der Gleichung fünften Grades, und 
£r = 0, ÜT' = die Gleichungen der beiden entsprechenden Kegel, also 

ä:= yj+X(p+iy, 

Indem man y; und 9 mittelst dieser Gleichungen durch K und K' aus- 
dräckt, nimmt die Gleichung der Oberfläche die Formen an: 

= (4E|^)'-v(Ä'+r)+(A-A')y, 

Sind nun ^ = 0, C = irgend zwei feste Tangentenebenen des Kegels 
K^ B = die Verbindungsebene ihrer Berührungsseiten 1, so ist 

(7.) A+2(fB+Q'C = 

die Gleichung einer beliebigen Tangentenebene des Kegels, und man erhält 
alle , wenn man (f beliebig variiren lässt. Denkt man sich zugleich* die ab- 
soluten Werthe der Coefficienten von A, B^ C so bestimmt, dass 

K = B'-AC, 
so ist ffir den Schnitt der Ebene (7.) mit der Fläche vierter Ordnung 

K= {B+(fC)\ 
und die Gleichung (6.) zerfällt in die Factoren: 

K' = 1(X^i')p^(B+qC)Y. 

Diese Gleichungen zusammen mit (7.) geben die beiden conjugirten 
Schaaren von Kegelschnitten, in denen die Tangentenebenen von K=0 die 
Oberfläche schneiden. 

Betrachten wir Schnittpunkte von Kegelschnitten dieser Sdiaaren« Zwei 
Kegelschnitte derselben (etwa der ersten) Schaar treffen sich nur, wenn die 
Gleichungen erfüllt sind: 

,g iA+ 2pß + p'C= 0, K' = l(i^V)p + {B+^C)]\ 

^ '^ }A+2aB+d'C=:0, K' ^[{X^k')p+{B+aC)]\ 



(10.) j 
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Aus den beiden ersten Gleichungen folgt, da man p von a verschieden 
annehmen muss: 

2B + (^ + a)C = 0, 

und daher aus den beiden letzten: 

p.C = 0. 
Aber C = würde auf B = und ^ = , also auf die Kegelspitzen fflhren, 
welche der Fläche gar nicht angehören; es bleibt also übrig p^O, Kegel- 
schnitte derselben Schaar schneiden sich also nur auf der Doppelcurve. Dass 
dies eintreten kann, siebt man, indem man von. irgend einem Punkte der 
Doppelcurve die beiden Tangentenebenen ent K=0 legt. Jedem Kegelschnitt 
einer Schaar entspHcht daher einer derselben Schaar, welcher ersteren auf 
einem Punkte der Doppelcurve schneidet. Für die Bückkehrpunkte, in denen 
der Kegel die Doppelcurve schneidet, fallen beide zusammen. 

Für die Schnittpunkte von zwei Kegelschnitten aus conjugirten Schaaren 
müssen die Gleichungen besteben: 

A+2aB+(fC^0, K'=^[il-'X')p^{B + aC)]\ 

Ist a von Q verschieden, so folgt aus den ersten beiden Gleichnagen 

wodurch die beiden letzten in einander übergehen. Zwei Kegelschnitte aus 
conjugirten Schaaren schneiden sich also in zwei Punkten. Da K' ein gant 
allgemeiner Ausdruck ist, so können Besonderheiten im Allgemeinen laicht 
eintreten. 

Wenn aber in (10.) Q=<y, so fallen die ersten Gleicbungjen zusammen, 
iind aus den andern beiden folgt 

P(B-\^qC)^0. 
Zwei in einer Ebene liegende Kegelschnitte der beiden Schaaren schneiden 
sieh also zweimal auf der Doppelcurve, zweimal auf der BerOhfungseurve des 
Kegels Ki='0 mit der OberBflche, wie Herr Kummer bemerkt bat. 

Ich werde jetzt zeigen, dass in jeder der Kegelschhittsehaaren vier 
Oeradenpeuire i^orkcmmen. Da nach dem Vorigen eine Gerade nicht beiden 
Schaaren gemeinschaftlich angehören kann, so führt dies im Ganzen auf seoh-* 
sehn' verschiedene Geraden. Die vier Geradenpaare einer Söhaar werden ge^ 
fanden, indem man die Bedingung aufstellt, dass die Ebene (7.) die zugehörige 
Fläche (S^) berüEhrt, wodurch 4anii die Schnittcinrve in «in Geradenpamr zer- 
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rsUl. Setzt man symbolisch 

und bezeichnet der Kürze wegen durch [a^b^c^d) die Determipante JS*± HiA^Csd«, 
so ist die Bedingung dafür, dass die Fliehe 

K' ^ [(Ä-A')p+(ß+pG)r 

I 

von der Ebene 

berflhrt wird {A=2:AiXi etc.): 

^ I = {a,b,o,Ä^2ifB+if'Cf^Z{a,b,iL'-l')p-VB^ifC,A+v^^^ 

Diese Gleichung ist biquadraliscb für (^^und giebt also in der That vier Geraden- 
paare ab der einen Schaaf pngehörig an. Yeriauscht man ^ mit U^ aoerhtU- 
Aan das der ersten Gleichung (8.) die zweite, und also aus (11.) die Gldcbanf 
für die Geradenpaare der andern Schaar. 

§. 12. Die Gleichung sechzehnten Grades, von welcher die Geraden der 
-^ Oberfläche abhängen. . 

'■' *" Um zu zeigen, dass auf der Flfiche nicht mehr als seehzehb (Jerade 
liegen, dass also bei jedem der fünf Kegel immer wieder dieselben Geraden, 
nur in anderer Anordnung auftreten, werde ich die Gleichungen zur Bestimmung 
dAr Geraden direct aufstellen und zeigend dass sie atf eine GteicBnng sech- 
äiebnten Grades führen. 

Bezeichnen wir zu diesem Ende mit x den Schriittpnnkt einer Cteraden 
mit der Doppelcurve, mi.t y den Schnittpunkt derselben Geraden mit det* Polaren 
von X in Bezug auf t/' = 0. Ist dann 
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Dp = ^PiVi, 

so erhält man die Schnittpunkte der Geraden {Xi+ly,) mit der Fliehe 

(fi^—Ap^kp = 
der Gleichung: .■ , 
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oder da der Yoraossetzang aach 

(12.) 9> = 0, p = 0, Btp=^0, 

aw der Gleiehang: 

{2D(p+XD'(py-4{Dpf(tp+lW^tp) =» 0. 

Soll nun die ganze Gerade der Fläche angehören, so muss diese Gleichung 
unabhängig von X erfOllt sein, und man muss also haben: 

D(p = Dp.^% 
D'(p = 0, 
Dp.D^rff = 0. 

In der letzten Gleichung kann man den Factor Dp auslassen, denn er fflhrt auf 

D(p = 0, Z)p = 0, Dtp = 0, D'<p = 0, 
und damit, wie man leicht sieht, auf ^ = 0; in diesem Falle wäre x ein Rflck- 
kehrpunkt der Fläche, p fällt mit x zusammen, eine Gerade ei^istirt flberhaupt 
nicht, wovon man sich auch leicht direct aberzeugt. Es bleibt also nur flbrig, 
dass die Gleichungen bestehen: 

(13.) Z)v/=^0, D(p-^y;Dp = 0, />V = 0^ Dhp = 0. 

Eliminirt man aus ihnen die y, so bleibt eine Gleichung in den x flbrig, welche 
verbunden mit ^ = 0, |i = die gesuchten Punkte liefert; auch erkennt man 
leicht^ dass für dieselben die Gleichungen 

Dtp=^0^ Dtp-^ipDp^O 
verschieden sind, und also die Gleichungen zweier Ebenen angeben, welche 
sich in einer einzigen Geraden durchschneiden, so dass zu jedem Punkte x 
nur me Gerade gehört. 

Bezeichnen wir symbolisch (p und ^ durch 

y = ai = 6^ . . . , V' = «i = /3i . . . . 
Wären <p und \ff binäre Formen zweiten Grades, so wflrde man die y aus 
den Gleichungen 

Z) V = 0, Z) V = 

eliminiren, indem man die Invarianten 

(14.) A=^{ah)\ B^{aa)\ C = (aßf 
bildete und 

(15.) ^C-1P = 

setzte. Jn dem vorliegenden Falle hat man nur unter Oy by a^ ß ^e sym- 
bolischen Coeffidenten der qiiatarnären Formen (p^ tff %u verstehen und di 
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symbolischen Determinanten in A, B, C durcli Hinsnfagen der aus den Coef- 

ficienten von 

Dtp = :Sif>ty„ 

D<p-^yfDp = 2g>ifff-yy;Sptjft 
gebildeten Reiben zu ergänzen. Es wird also 

lA = (a, b, V, 9 )'- 2 y'v («, ** V, <p) («» ** V» P) + V (»* ** V* f )N 
(16.) ß = (a, a, ^, 9)»-2 /v(«, «* % <P) (»* «, V, P) + V(a, «, V, P)\ 

[C = (a, /9, V, <py-2 |/y/ (a, /9, v, (p) («, /?, V, /») + V («, Ä V, />)'• 
Untersuchen wir die Formen der ersten beiden Vertikalreihen rechts genauer, 
und zwar zunächst die der zweiten. Setzt man je nach Bedfirfniss 

so wird erstlich: 

(o, 6, % (p) (o, 6, V', P) = (»> *^ V* c) c^ (a, 6, V'* P)- 
Vertauscht man hierin c mit a und e mit b, und nimmt den dritten Tbeil der 
Summe der so entstehenden Ausdrücke, so erhält man 

i (a, b, V, c) { (a, b, % p) e, - (c, b, % p) a, - («, c, % p) 6,}, 
oder nach einer bekannten identischen Gleichung: 

i (a, ft, V, c) {(a, *, V. c)/»,+ (a, 6, c, p) . v}. 
Da />x = 0) so bleibt das zweite Glied allein übrig, und man hat also : 

(17.) (a, i, xp, (p) (a, ft, V, f ) = — i V («^ ** «> P) («* ** «* V)- 
Femer wird 

(o, «, V, <p) {a, o, V, /») = («> ",ß><P)ia, a, Y, p) ß^y^ 
= I («* «> Ä (p)Yx {(«, «, y, f ) /?*-(», Ä y, /») «*} 
= i (»* «, A <P) Yx {(«, «, /5, P)Yx- (a, «, Ä y)Px+ (P, «, Ä y) a,|. 
Das zweite Glied verschwindet wegen der Gleichung p« = 0, das dritte 
verschwindet identisch, wenn man für a^a^ wieder f)« setzt. Es bleibt also: 

(18.) (a,a,tp,<p){a,a,y,,p) = if.{,a,a,ß,<p){a,a,ß,p). 
Endlich hat man 

( «, ß» % <p) («* ß> y> p) = («* Ä y* 9») («* ß» ^y p) y« <^x 

= i («, A y, <p) K {(«, Ä <J, p) y, - (y, /?, <J, p) «x- («, y, <^, p) z?,} 
= 4 («,/?, y, y) <>* {(«, Ä y* p) ^x - («, Ä y> 9) p^\ , 

oder, wenn man das letzte Glied auslässt: 

(19.) {.«,ß,%9)(.«,ß,%p) = *v(«,Äy>9>)(«*Ay*p)- 

33» 
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Aas den drei Foitnern (17.), (18.), (19.) erh*lt man die Werthe f8r 
die ersten Glieder rechts in (16.), wenn man überall (pi für pi setzt; die An- 
wendung der Gleichung Px = wird dadurch nicht aufgehoben, da sie in die 
ebenfalls richtige Gleichung 9 = übergeht. Man hat also : 

(a, b, tp, (ff = -iV(ö. b, c, (p){a, b, c, xfi) 

= -^ V^(«^ 6, c, rf) rf^(a, 6, c, v) 

Aa,ß,xp, (ff == ii/;(a, ß, y^pf. 

Es wird daher: 

Ä = rpA, B = i].^B\ C = tpC, 

wo nunmehr. 

(20.) (ß' ^ i(a,a,/:f,iy)'->^V^(a,«,/:?,<^)(a,a,/i,p)+.(a,a,t^,p)S . 

C - i(«,Äy,y)'-t|/v'KÄ^y)(«.Äy.p) + («,Av',p)'- 

Jeder dieser Ausdrücke hat die Form M+N^ip'^ wo ilf von der zweiten, N 

von der ersten Ordnung in den x ist. Die Gleichung (15.) also, welche 

jetzt in 

A'Ö'^B'' = 

fibergeht, nimmt die Form 

G + H]/tp = 

an, wo (j von der vierten, H von der dritten Ordnung in den x ist. Die 

Gleichung 

(p^xjjH^ = 

stellt somit eine Fläche achter Ordnung dar, welche die Doppehuree 9> = Ö, 
p:=:0 in denjenigen sechzehn Punkten schneidet^ durch welche die sechzehn 
Geraden der 'Oberfläche hindurchgehen. 

Die Gleichungen * 

G'-ipH^^O, (p = 0, p = 
liefern eine Gleichung sechzehnten Grades. Aber nach dem Vorigen wird 
diese Gleichung mit Hülfe einer Gleichung fünften Grades gelöst. Und zwar 
flbersieht man sogleich, dass die vollständige Auflösung der Gleichung sech- 
zehnten Grades auf folgende Operationen führt: k 

1. Aufsuchung einer Wurzel der Gleichung fünften Grades, von wel- 
cher die fünf K^gel abhfingen. 
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9. Aaflösung einer quadratischen Gleichung^ indem man durch die 
SpHze des Kegels eine Ebene legt und die Schnitte derselben mit dem Kegel 
bestimmt (Ebene B in (7.)). Die Tangentenebenen in den Schnittlinien sinil 
die Ebenen A^ C (7.). Durch diese quadratische Gleichung werden die beiden 
Kegelschnittschaaren (7.)? (8.) ermittelt. 

3. Vollständige Auflösung zweier biquadratischen Gleichungen (H-X 
welche die 2.4 Geradenpaare der beiden Kegelschnittschaaren liefern. 

4. Auflösung der acht quadratischen Gleichungen^ welche die einzelnen 
Geraden der acht Paare geben. 

Es wird sich weiterhin zeigen, was von diesen Gleichungen erspart 
WMden kann. 
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§. 13. Erzeugung der Fläche durch projectivische Gebilde. 

Wir haben bisher von dem zweiten Kegel K' ^0 keinen Gebraudi 
gemacht. Benutzen wir jetzt diesen ebenso wie vorher den Kegel K==^0^ and 
stellen die Gleichung der variabeln Tangentenebene von if' = mit Hfilfe eines 
Ftarameters (T durch die zu (7.) analoge Gleichung dari 

(21.) A' + 2aB'+d'C = 0, 

wo Äy C irgend zwei Tangentenebenen von Ä"' = 0, B' die Yerbindungsebene 
$rer Berührungsseiten bedeutet. Sind zugleich die absoluten Werthe der Cön- 
stanten in A'^ B', C so bestimmt, dass 

80 ist auch für einen auf der Tangentenebene (21.) liegenden Punkt: 
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K' = {B'-\-aC')\ 
und führt man dies in die Gleichung der Oberfläche, oder vielmehr in die 
beiden mit Hülfe von (7.) entstandenen Factoren (8.) derselben ein, so erhält 
m^n die vier linearen Factoren: 

= (i-r)p+(ß+pC}+(B'+trC'), 
i22 ) {^ = {X-l')p + {B+(fC)-iB'+aC'), 
^ -^ ^0 = (X-X')p-(B+QC)+{ß' + oC'), 

= (i~i')p-(B-\-(,C)-(B' + aC'). 

Wenn also zteei Tangentenebenen verschiedener Kegel gegeben sind, 
90 drücken sich die Coordinaten der vier Durchschnittspunkte ihrer Schnittlinie 
mit der Fläche rational aus. Da jede Tangentenebene, wie oben erwähnt, mit 
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HQlfe einer ^adratischen Gleichung gefunden wird, so haben also die btqna- 
dratischen Gleichungen, welche jene Schnittpunkte darstellen, die Eigenschaft, 
SU ihrer Lösung nur die Lösung zweier getrennten quadratischen GleichungoB 
SU erfordern. 

Da ausserdem die Gleichungen (22.) projectivische Ebenenbftndel dar- 
stellen, so hat man den Satz: 

Legen wir an jeden eon ztoei doppelt berührenden Kegeln (ür=0, £''=0) 
eine Tmngentenebene {C = 0, C = 0). Ihre Durehschnittelinie schneidet die 
Oberfläche in 4 Punkten P, Pj Pz A« Legen wir femer durch jede der J5e- 
rUhrungsseiten von C=0, C'=0 eine bewegliche Ebene (Ä+pC=0, Ä'+oC=0), 
und wo sie den betreffenden Kegel nochmals schneidet, die Tangentenebene 
(^ + 2eJ5+(>'C = 0,^' + 2(Tß'+a'C' = 0); die Schnittpunkte der SchnittBme 
der Tangentenebenen mit der Fläche, Qi Q2 Qz ^4, sind den vier Punkten P 
in der Weise zugeordnet, dass diese bei der Drehung der Ebenen 5 + pC = 0, 
ff+aC ^0 allmälig in jene übergehen. Legt man durch PiQt und durch den 
Schnittpunkt der Ebenen B+qC = 0, ff+aC'^O mit der Ebene der Doppel^ 
curve eine Ebene, so entsteht bei Bewegung der Figur ein Ebenenbündd, 
welches P^ zum Scheitel hat. Die vier Ebenenbündel, welche die verschiedenen 
Punkte P zu Scheiteln haben, sind projectivisch. 

Von jeder Ebene^ die Ebenen der Bündel selbst ausgenommen, werden 
diese vier Bündel in projectivischen ebenen Systemen geschnitten. Und zwar 
bilden vier entsprechende Gerade solcher vier Systeme ein Yierseit, dessen 
Diagonalen der Schnitt mit der Ebene der Doppelcurve und die Schnitte mit 
den beweglichen Ebenen J5+pC = 0, B'+aC = sind; so also dass für alle 
Qeradenquadrupel in einer Ebene als Vierseite betrachtet eine Diagonale /etf 
ist, die andern beiden aber durch feste Punkte gehen. Auf der Ebene der 
Doppelcurve fallen je zwei der vier ebenen Systeme zusammen. Auf den 
Ebenen der Büschel B+fC = 0^ R + aC = ist noch eine zweite Diagonale 
der vollständigen Vierseite fßst, und nur die dritte geht durch einen festen Punkt. 

§. 14. Geometrische Abbildung der Fläche auf einer Bbene. 

Heben wir eine der Gleichungen (22.) heraus. Die drei Gleichungen 

( A+2(fB+(f'C = 0, 

(23.) j Ä+2aB'+a'C' = 0, 

'(A-A>+(Ä+pC)+(Ä'+aC') = 
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bestimmen ebensowohl q, a eindeutig durch die x, als die x eindeutig durch 
(»^ 0. Jedem Punkt der Fläche entepricht daher eine einzige Ebene q^ a in 
jedem der vier Bündel, und umgekehrt; mithin auch beim Durchschnitte der 
Bündel mit einer beliebigen Ebene jedem Punkt der Oberfläche eine Gerade 
jedes der ebenen Systeme, und umgekehrt. Daher bildet der Durchschnitt jedes 
der EbenenbUndel mit einer beliebigen festen Ebene E eine eindeutige Abbildung 
det Oberfläche, wobei jedem Punkt der Fläche eine bestimmte Gerade entspricht. 
Fixiren wir auf dieser Ebene als Coordinatendreieok die Durchschnitte 
4mt Ebene mit den drei Ebenen 

so sind (f, a was (23.) die Coordinaten der dem Punkte x entsprechenden 
Geraden, d. h. die AbstandsverhSttnisse der Geraden von den Ecken 

« 

C' = 0, C" = und C = 0, C' = 
etewseits und von den Ecken 

C'=0, C" = und C' = 0, C = 

andrerseits, jedesmal muUiplicirt mit Constanten. 

Rechnet man zu einer Classe von Abbildungen diejenigen, welche man 
ans denselben zwei Kegeln dadurch ableitet, dass man auf den SchnitUinien 
Syrer Tangentenebenen dieselbef correspondirende Schaar von Punkten PiQ^ be- 
lUft (gleicbgaltig von weichen Ebenen C, C man ausgeht), so giebt es kn 
€hm»en vienig Classen von Abbildungen; nämlich zehn Gruppen je nach dem 
bMntzten Kegelpaar, und in jeder Gruppe vier Classen, jenachdem eine oder 
ife andere der vier Schaaren P^Qi benutzt wird. 

Stellt man aus (23.) die Gleichung eines beweglichen Punktes der 
l^dke, JS*«fa:< = 0, aiif, so erhält man, indem man aus dieser Gleichung und 
(98.) die x eliminirt und von der oben schon benutzten Bezdchnnng Ge^ 
faniiidi macht: 

(0 = {u,A + 2(fB+Q'C,Ä+2aB'+a^C',(X-k')p+B+QC+ß'+aC') 
{M.) = {k^k'){u,A+2QB+(f''C,A'+2aB'+a'C',p) 

1 - (ti, A+(fB, B+qC, A'+2aB'+a'C)+{u, Ä+oR, B'+aC, A+2^B+q'C) . 

• 

Me CoefBeienten der tf in diesem Ausdrucke sind die Functionen von ff, o, 
walclie den x gleich zu setzen sind. Bezeichnet man diese durch F, so hat 
also: 
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Mar, = F,{Q,a), 

ftx^ = F/,Q,a)'. 

• •■.-■•... 

Die Fonctionen F sind Tür jede der Grössen q, o vom swetien Grade. In 
der weben behandetten Abbildung also wird dus Bild eines ebenen .SehniUe$ 
(die n eon$tantJ eine Cnrte rieHer ClasMe^ welche ^wei Seilen des Coerdlnaten- 
dreiecks (C=ü, C' = 0) zu Doppellangenlen hol. Den* Scbnillpunklea rweier 
ebenen Schnitte entsprechen die bewegiichea gemeinschartliclien Tangeuten 
zweier solcher Curven. Da nnn die Zahl dieser beweglichen Tangenten vier 
sein niuss, die beiden gemeinsamen Doppellangenten aber nur acht gemeinsame 
Tangenten absorbiren, so müssen alle Curten ^24.1 noch eier feste gemeinsame 
Tangenten besitzen. 

Es ist leicht direct nachzuweisen^ wie sow^öhl jene beiden Doppel 
tangenten, als diese festen Tangenten sich ergeben. Es sind dieses die Ge- 
bilde, welche nicht oinenu sondern unendlich vielen. Piinkten der 0()erfl^^l^^ 
ealsprechen, und iwar enUprechen einfache feste Elenoente Geradep der Flache, 
feste Doppelelenienle Kegelschnitten. Betrachleii wir den PurchschniU der 
Ebene 0=^0 mit der Oberfläche; dieser i^erfallt in zwei Kegelscbnilte , ä^^ 
UurcbscJiuitle der Ebene luii den beiden Fliehen (S.). Da \vir liier die erste 
Gleichung \2"i.) benutzen, welche aus der ersten Gleichujng (.8.) entsl^nd^n. 
isl^ so erhalten wir. auch uur die Punkte des ersten tjjegelscjäinUls, indem, ivir 
die Punkte ()| auf den SchniUliuien von C=*0.mit dek- beweglichen C^bejie 
.4'4 ao/i' + o'C .-5=0 betrachten,, während die Punkte des anderen Kegelschnitts 
iiHH luidoreu Tangculenebi^nen dos ersten Kegels hervorgehen» Alle aus C^^. 
onlspriuirvudeu Punkte aber Ueferu dieselbe Ebe^e ;des belreJOfenden Bfindefaf, 
hUo dio oino feste Doppeltangente der Abbildungscurve. Ebenso. li€iferii.,<diß 
auH C herYortfehenden Punkte die andere Doppellangenle; und man sieht, 
wlo dIo vier versohitMlonen Abbildungen, bei welchen dieselben Kegel benutzt 
pihuK hU h uur durch verschiedene Comblnation der zu Grunde gelegten Kegef- 
Hohnlllpaart^ der Schnitte von C^i) und C'=0 mit der Flfictie, von einander 
unlt»r»iche»dotK Indtni man die Ebenen B-^-^C^O und Ä-+aC'^0 wanderti. 
iNnpl« iiumor diti Tanirt^nienebenen der SchnHtseiten der Kegel Jegt mid immer 
nineu beullmmlen Punkt (>« wAhlt, bewegt man sich immer im Schnittpunkte 
HWi^lor ketteluchuilli^ohanren) die aus den von den Tangenten der Kegel aus- 
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geschnittenen Doppelschaaren auf bestimmte Weise gewdhlt sind. Aber wie 
eben gezeigt, befinden sich in jeder Kegelschnittschaar vier Paare von Geraden. 
Bemerken wir nun, dass ein Paar, welches bei einem Kegel vorkommt, bei 
dem andern nie vorkommen kann; sonst mflssten beide Kegel eine gemein- 
schaftliche Tangentenebene haben, was im Allgemeinen durchaus nicht eintritt 
Ferner ist oben geseigt, dass die Kegelschnitte derselben Schaar sich nur auf 
der Doppeicurve schneiden können; aber durch jeden Schnittpunkt einer Ge- 
reden mit der Doppeicurve geht keine weitere Gerade. Daher schneiden die 
vier Paare einer Schaar einander nicht; aber jedes Paar einer Schaar schneidet 
iweimal jedes Paar der conjugirten Schaar. Endlich können nicht drei Gerade 
in einer Ebene liegen, da sonst die Doppeicurve in gerade Linien aufbrechen 
Bflsste, um die drei Schnittpunkte mit diesen Geraden zu enthalten. 

Sind also die Paare der einen bei ^^ = auftretenden Kegelschaar 

«lÄl, 0263, 0363, »464, 

die der andern 

«i/*n «2A9 «3/^39 «4/^49 

SO erhilt man die Paare der ersten Schaar, welche zu K' gehört, indem man 
ttterst etwa ai mit einer diese schneidenden Geraden der zweiten Reihe com- 
Unirt; diese sei (Xi. Enthält die zu untersuchende Schaar des Paar aiOi, so 
darf sie weder bi noch ßt mehr enthalten, da diese Hi oder «i sehneiden 
wflrden. Die Schaar enthält also noch ein Paar, welches aus den andern 
Paaren der obigen Reihen gebildet ist, etwa 030,, n. s. w. Man sieht, wie 
muB demnach, bei passender Bezeichnung, als Schema der I^aare, welche zu 
K' gehören, folgendes annehmen kann: 

in der ersten Schaar: Hiai, OsO^, ajOs, a^a^ 
in der zweiten Schaar: ii/^i, 62/^2, 63 /^s, b^ß^. 
Die zusammengehörigen Geraden in der zweiten Schaar sind durch die Paare 
dar ersten voUstAndig bestimmt, denn die übrig gebliebenen acht Geraden 
iduieiden sich überhaupt nur vier mal zu zwei; dass aber 61 mit /9| sich 
aelomdet, wenn Ot mit «i, ist daraus ersichtlich, dass das Paar Oibi von er,/?, 
iweimal geschnitten wird. 

Nehmen wir nun an, die Kegelschnitte, welche in der Abbildung die 
Doppeltangenten liefern, gehörten den Kegelschnittscbaaren an, in denen die 
PMre 

a|6i, 02^2, «363, 0464 

fll«M «»«29 «l«S^ «§«♦ 
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vorkommen. Nun geben aber swei unter einander stehende Paare nicht emeH 
Sebnittponkt, sondern eine gemeüisame Gerade; in der Constmction , welche 
oben ausgefährt \Furde, ist also jeder Punkt einer Geraden a, durch dieselbe 
Gerade abgebildet, und man erhält also in der Thal vier feste Tangenten der Ab<* 
bildung ebener Scbuittcurven^ nämlich die Bilder der vier Geraden 111^03,03, «4 9 
welche den zu Grunde gelegten Kegelscbnittschaaren gemeinsam sind. 

Nehmen wir nun endlich an, die Ausgang^ebenen C = 0, C = seien 
die Ebenen zweier solcher Paare^ etwa ai6| und »1«!. In diesem Falle er-* 
leidet die Abbildung eine wesentliche Modificatioa. Die Unbestimmtheit der 
aus (24.) oder (25.) gegebenen x tritt in diesem Falle fär (» = oc, a = co ein^ 
es verschwinden also in (24.) die Coefficienten von (»^o^, welehe in diesen 
Falle allein Obrig bleiben. Die Gleichung (24;) ist also dann nur noch vom 
dritten Grade; oder das System der Abbildungen ebener Schnittcurven hat 
sich in die dritte Ecke des Coordinatendreiecks und in ein System von Curven 
dritter Classe aufgelöst, welches zwei Seiten des Coordinatendreiecks^ nicht 
mehr zu festen Doppeltangenten, sondern nur noch zu festen einfachen Tan- 
genten besitzt. Der durch die dritte Ecke des Coordinatensystems gehende 
Geradenbftschei bildet die Gerade a^ ab; man kann ihn flbergehen und tfkk 
nur mit dem System von Curven dritter Classe beschäftigen; dieses hat jetst 
fitmf emfacbe feste Tangenten, die Bilder der fftnf einander nicht schneidenden 
Geraden 

^t^ «1^ 02, 03, «4. 

Und so sind wir denn zu der Abbildung «urOckgekehrt, von welcher 
wir ausgingen. Denn fibertragen wir das System von Curven dritter Olasse 
mit ffinf festen Tangenten in ein System von Curven dritter Ordnung mit ffinf 
gemeinschaftlichen festen Punkten, indem wir unter q, a Coerdinaten von 
Punktea, nicht mehr von. Geraden in einer Ebene verstehen^ so baben wir 
genau die im Anfange dieser Untersuchungen benutsten Vorstellungen vor uaa. 

Wir haben gesehen, wie die Abbildung mit der Fliehe in nnnttel^ 
barer geometrischer Beziehung steht, und wie jede FlAche in der angegebenes 
Weise abgebildet werden kann. Wir können also sofort alle froher ms der 
Abbildung hergdeiteten SAtze der atlgemeiften Flficbe vierter Ordnung mit einer 
Doppelcurve zweiten Grades beilegen. 

Die Untersuchung hat durch eine andere Art der Abbildung hindureh^ 
gef&hrt. Wollen wir auch sie in der Weise umgestalten, dass wir unter ^, a 
Punktcoordinaten verstehen, so erhalten wir folgenden Satz: 



•i "■ .».. 



Clebiok, fUfer eine Gattung von Flächen eierter Ordnung. |79 

- Die Fläche lästt sich auf meriig CUusen een Arten so auf einer Ebene 
eindeutig abbilden^ dass die ebenen Schnittcurven sich wieder als Curven vierter 
Ordnung mit zwei festen Doppelpunkten ablüden. Diese Cureen gehen ausser- 
dem noch durch vier feste Punkte^ die Bilder einer Vier^ ssu welcher die Ab- 
bildung in besonderer Beziehung steht. Die conjugirte Vier wird dann abge- 
bildet durch vier Kegelschnitte^ welche durch drei jener festen Punkte und 
durch die Doppelpunkte geht. Die acht übrig bleibenden Geraden werden 
abgebildet durch die Verbindungslinien der Doppelpunkte mit den vier festen 
Punkten y welche sich sofort als die beiden gegenüberstehenden Vieren aus- 
drücken. Man sieht hieraus^ dass von diesen vierzig Abbildungsarten zunächst 
zwei conjugirt sind^ für welche nur die Vieren der ersten Dappehier ihre 
Rollen vertausrcht haben; ihnen stehen die Abbildungen gegenüber, bei welchen 
die gegenüberstehenden Vieren benutzt sind, so dass die vierzig Abbildungsarten 
sieh in zehn (huppen zu vier fheilen. Die Doppelpunkte sind die Bilder zweier 
beliebigen Kegelschnitte aus zwei nicht conjugirten Schaaren, die Verbindungs- 
linie der Doppelpunkte ist die Abbildung ihres Schnittpunkts, üebrigens bilden 
sich zwei Kegelschnittschaaren als Gerade durch einen Doppelpunkt ab; sechs 
andere als Kegelschnitte durch beide Doppelpunkte und zwei einfache feste 
Punkte; die beiden letzten als Curven dritter Ordnung durch die vier ferien 
einfachen und einen Doppelpunkt und mit einem Doppelpunkte in dem letzten 
Doppelpunkt, 

Eine solche Abbildung geht in eine der früheren Ober, wenn die Doppel- 
piiiikte Kegelschnitte vorstellen, welche in Paare mit einer gemeinsamen Geraden 
«isarten, wobM diese gemeinsame Gerade dann zugleich eine derjenigen ist. 
Welche sich vorher als feste einfache Punkte abbildeten. 

§. 15. Die Auflösung der Gleichung sechzehnten Grades. 

Da man jetzt weiss, dass die sechzehn Geraden sich immer auf die im 
Anfange der Untersuchung betrachteten zurückfuhren lassen, so kann man 
leicht eine Auflösungsmethode der Gleichung sechzehnten Grades angeben, 
welche, die in §. 12 gegebene an Einfachheit übertrifft. 

Sind nfimlich 

^,/ (26.) ä:= 0, /f' = 0, .. . . ä:^*> = (Ä^'> = v'+i^'V+A^V) 

jAa Gleichungen der fünf Kegel, wobei also die vollständige Auflteong der 
Giaichung fünften Grades vorausgeaetzt ist, so sind nur fünf qoadratiscba Glei* 

23* 
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chnngen lu löaen, um die variabeln Tangentenebenen dieser Kegel in der Form 

A+2qB+q^C = 0, 
A' + 2Q'ff+Q''C' = 0, 



(27.) 



darzuslellen. Unter den Tangentenebenen eines Kegels ^nd zweimal vier, 
welche in einem Kegelschnitte und einem Geradenpaar schneiden. Die Werthe 
von (1^*^^ welche den Geradenpaaren entsprechen ^ erhdit man aus den zehn 
Gleichungen : 

^ *'' ' - 3 (a, 6, + A«j> + B^^ + (f^^C^\ A^H (f^K''^ + l''Y^p)\ 

Diese Gleichung wird aus (11.) abgeleitet, indem man fär den Kegel K' mit 
dem Parameter i/ die Fliehe ip mit dem Parameter gesetzt denkt, was auf 
die dort benutzte Ableitung gar keinen Einfluss flbt; nur bedeuten dann auch 
a, by c symbolische CoefBcienten von % so dass 

y; = ai = 6i = ci. 

Eliminirt man (ff^^ aus (28.) und der betreffenden Gleichung (27!), so erhftit 
man eine Gleichung vierten Grades in den x, welche die FIfiche 

(29.) y-(ß<'H(>^'^C<'> + i<V^) = 

in vier Geradenpaaren schneidet; und verbindet man (28.}, (29.) mit der Glei- 
chung Z' -=0, so erhalt man acht Punkte der Doppelcurve, entsprechend den 
Durchschnitten der vier Geraden paare einer Kegelscbnittschaar mit der Doppei-7 
curve. FOgt man noch die Gleichung ti^ = hinzu und eliminirt die x, so 
erb Alt man zehn Gleichungen achten Grades in den u: 

U =0, r =0, 

(30.) (t/<'> = o, r^> = o, 

ü(^> = 0, K^*> = 0, 
f/w = 0, K<*> = 0. 

Dlnuif zehn Gleichungen stellen Producte der Gleichungen von Je acht Punkten 
ilur Doppeicurve dar^ uAmlich immer von den Schnittpunkten der Doppelcurve 
mit dun Geraden, die in der entsprechenden Gruppe IV. auftreten. Aber aus 
dur Ttfol IV. erkennt man, dass je vier Gruppen, aus den verschiedenen 
llorUontAlraUieii gewihlt, immer eine und nur eine Gerade^ gemein haben, 
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welche dann auch noch immer in einer bestimmten Gmppe der fAnften Reihe 
auftritt. Man sieht also, dass je vier der Gleichungen (30.), aus verschiedenen 
R^en gewählt, einen und nur einen linearen Factor gemein haben, welcher 
dann noch in einer bestimmten Gleichung der fbnflen Reihe auftritt. Indem 
man also diese gen»ein9chafllichen Factoren bestimmt, erhält man ohne weitere 
Irrationalität die Glei^ungen der sechzehn Punkte der Doppelcurre, welche 
in §.12 gesucht wurden. Dass, wenn x dieser Punkt ist, die Ebenen 

die zugehörige Gerade bestimmen, ist a. a. 0. gezeigt worden. 

Man l^darf ako zur Auflösung der Gleichung sechzehnten Grades nur 
der voUständigen Auflösung eon einer Glei^ung fünften Grades und ton f>ier 
quadratischen Gleichungen^ deren Coeffidenten die entsprechenden vier eon den 
Wurzeln der Gleichung fünften Grades rational enthalten. Die Anzahl der 
letzteren ist 4, nicht 5, da wie man sah die letzten beiden Gleichungen (30.) 
nicht benutzt werden. 



§. 16. Die Wendecurve. 

Im Bd. 67 dieses Journals p. 14 habe ich fQr die Abbildung der Wende- 
eurve einen Ausdruck gegeben, welcher im vorliegenden Falle eine Curve 
swölfter Ordnung darstellt. Da die Curve sich im Allgemeinen gegen sämmtliche 
Geraden gleich verbalten muss, von allen in gleich viel Punkten geschnitten 
wird, so muss die Abbildung in jedem der Fundamentalpunkte einen vier- 
fachen Punkt haben, so dass sie jede derVerbindungsgeraden zweier Fundamental- 
punkte so wie den Kegelschnitt 16 noch in vier Punkten treffen. Aber man 
weiss allgemein, dals die Wendecurve von allen Geraden, die auf der Fläche 
Hegen, beröhrt wird, wo sie denselben begegnet. Die Curve zwölfter Ordnung 
der Abbildung muss also in jedem Fundamenlalpunkte zwei Rflckkehrpunkte 
l|i^>en, sie muss jede ihrer Verbindungslinien zur Doppeltangenle haben und 
den Kegelschnitt 16 in zwei Punkten berühren. 

Diese Abbildungscurve entspricht einer Raumcurve sechzehnter Ordnung. 
In der That ist es nicht schwer sich zu Qberzeugen, dass die Hessesche Fläche 
Ji=0 sich mit der gegebenen Fläche in einer Curve durchschneidet, welche 
die Doppeicurve achtmal enthält. In der That, setzen wir 

f = tp'-ip'% 
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80 nimmt die Gleichung der Heeeesehen Fläche die Form an 

(31.) J = M+Nf, 
wo M aus Termen vierier Dimension in ip und p besteht. Der Schnitt von 
2/ = und f^O kann also durch den Schnitt von M=0 mit f^O ersetai 
werden, welcher die Curve p=^0^ (p^O achtfach enthält ^ und also ausser- 
dem nur noch eine Curve sechzehnter Ordnung enthalten kann. Zur Dar- 
stellung von J in der Form (31.) fahrt folgende Betrachtung. 

Der Ausdruck J entsteht aus dem Ausdruck J = (u, r^ Wy r)% wenn 
man darin die Symbole UiU^, v^v^ etc. durch die zweiten DifTerentialquotienten 
von f oder durch 

(32.) 2(p,(pt,+^(pa-2iijf,p,-4p{p,rpi+pitffj,)-2p^^fa 
ersetzt. Bezeichnen wir die fflnf Glieder dieses Ausdrucks durch t, 2, 3, 
4, 5. Dann besteht J aus der Summe von 70 Termen, jeder mit passenden 
Polynomialcoefficienten mnitiplicirt; und zwar entstehen die TOTerme dadurch, 
dass man in {u,f),Wyr)'^ die ti^ti^^ v^v,, etc. in allen Combinationen durch die 
verschiedenen Ausdrücke 1, 2, ... 5 ersetzt. Bemerken wir nun, dass offen- 
bar Null entsteht, wenn die Terme 1 mehr als einmal eingeführt werden, 
oder die Terme 3 mehr als einmal, oder die Terme 4 mehr als zweimal, 
oder wenn die Terme 3 und 4 irgendwie in demselben Terme von z/ benutzt 
werden. Lassen wir ausserdem alle Terme von J aus, welche die Factoren 
(f^ p zur vierten oder höhern Dimension erhalten, so sehen wir, dass nur 
Terme übrig bleiben können, welche aus der gleichzeitigen Benutzung fol- 
gender Terme von (32.) entstehen: 

12 2 2 

12 2 3 

12 2 4 

12 3 5 

12 4 4 

2 2 2 3. 
Bezeichnen wir die entsprechenden Terme von ^ durch (1222), (1223) 
etc., so ist das Aggregat der Terme, welche nicht ohne Weiteres in M eingehen: 

if' = 4(1222) + 12(1223) + 12(1224)+24(1235) + 12(1244)+4(2223). 

Bezeichnen wir nun die symbolischen Coefficienten von (p durch a, 6,.., 
die von rp durch a^ /?..., so dass 

9) = ai = fri..., ip==al = ßl...^ 
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sa ist, mit Hälfe Ähnlicher Reehnnngeti wie iir §. 12: 

(1222) = 2(p\((pbcdy=^2(p\{abcd){(pbcd)a^ = i(p\{ahcd)\ 

Dieser Term geht also in M ein, und ist bei M' nicht zu berflchsichtigen. 
Ferner wird 

(1223) = ^Acp'yji^bepf = '-A<p^^{abcp){(pbep)a^ 

' ■ . • # • • 

=^'-^xp^ip{abcp)\(p{abcp)—p{äbc(p)] 
= —^(p^tp{abcpy+^(p^tpp{abcp)(abed)d^ 
= -i<P^^{abcpf+i(p''yjp'{abed)\ 

Das letzte Glied kann man wieder auslassen^ und in ifVden Term (1223) durch 
— i (p^y^ {abopY ersetzen. Sodann hat man: 

(1224) = -i6(p'p{(pbcp){(pbcip) 

= '-'\&(p^p{abcp){(pbc\f/)ax 

= ~-^(p^p{abcp){{abcyj)cp — {abc(p)\fß\ 

= — y^(p^p{abcp)[abc\p) + ^ip^p^\p{abcdf. 

Dieser Term kann also ganz übergangen werden. 
Der nächste Term in M* ist: 

(1235) = Sxpp'(p{cpbpaf 

= 6ipp'^(p{abpa){(pbpa)ax 

= Aipp'^(p {abpa){ {abpa) (p-'(ab(pa)p+{abg)p)ax}. 

Von diesen drei Termen ist nur der letzte zu benutzen, welcher die Form 
annimmt: 

Atpp^(p(abp^){abcp)c^ = irpp^q){abcp){{abc7f;)p -{abcp)tp]\ 

und hier kann abermals der erste Theil übergangen werden, so dass nur bleibt : 

-'ip''(py^\abcpy. 
Ferner hat man: 

(1244) = -^Acpp\q>bp%lif 

= -&\(pp\abpip){(pbpxp)a^ 

= —S2(pp^{abpxp){{abpyj)(p'-{ab(ptp)p + {ab^p)rp}. 

Nur der letzte Term ist zu berücksichtigen, und zwar wird derselbe: 

— 32(pp^yj(ab(pp){abprp) = —S2(pp'^if/{abcp){abpyj)€x 

= — ^VP^^p{abep){{abe\p)p'-'{abcp)tp}^ 

wobei wieder nur der letzte Term zu berücksichtigen ist. Endlich ist: 

(2223) = -2q?xp{abcp)\ 
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Fassen wir alles zusammen, so wird mit Uebergehung der in M ein- 
tretenden Theile: 

M' = -2^(pip{abepy{(p' -^p'tp}. 

Dieser Rest ist also durch / tfaeilbar, was zu beweisen war. — . 

Die im Vorstehenden gegebenen Resultate erleiden in besonderen Fällen 
mannigfache und interessante Modificationen. Aber die Zahl der besondern 
Fälle, welche Berflcksichtigttng verdienen, ist so gross, und die dabei auf- 
tretenden Erscheinungen so verschiedenartig, dass sie einer besondern Dar- 
stellung vorbehalten bleiben müssen. 

Giessen, den 12. April 1868. 
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Neuer und directer Beweis eines Fundamentalsatzes 

der Invariantentbeorie« 

(Von Herrn Arohhold.) 



Xn meiuer Abhandlung Bd. 62 dieses Journals pag. 281 bin ich bei 
der Ableitung der Grundgesetze der Invariantentheorie von den Transformalionsr 
gleicbungen ausgegangen, welcbe man durch Einführung einer linearen Sub* 
atilntion jn eine allgemeine homogene Function p^^' Ordnung von u Yariabeln 
erbfllt, indem man die in Funclionen der SubstitulionscoefBcienten ausgedrflckten 
Coefficienten den entsprechenden einer passenden transformirten Form gleich- 
setzt. Hiedurch habe ich unter Andern die Anzahl (o der Bedingungsglei* 
cbungen zwischen den Coefficienten beider Formen gleich der Differenz der 
Aiiiahl der Transformaiionsgleichungen und der Subslitulionscoefficienten er- 
hjfldten, indem ich voraussetzte, dass die Substitnlionscoef&cienlen bestimmte 
Werlhe abnehmen, wenn man die zulässige Anzahl von Coefficienten der 
transformirten Form durch die flbrigen ausgedrfickt, und den letztern zwar all- 
jl^meine, aber nunmehr unverfinderlicbe Werlhe beigelegt hat. 

Zu der vorläufigen Annahme bestimmter Substitutionscoefficienten war 
ich berechtigt, weil im weitern Verlauf eine ganz besondere und ausffihr- 
Uehe Behandlung der Substitutionscoefficienten , welche diese Annahme nicht 
voraussetzt, zu dem Resultate führt, dass sich die Substitutionscoefficienten 
in den Gleichungen separiren lassen und alsdann eine völlig bestimmte Sufo* 
stittttion geben. In der That gebe ich bei der Lehre von den zugehörigen 
Formen und Co Varianten, pag. 316 und folgende, nur von n von einander un- 
abhängigen Invarianten aus, was ohne obige Annahme zu machen zulässig 
ist, und leite aus denselben n von einander unabhängige zugehörige Form^ 
ab. Alsdann zeige ich, dass die transponirte Substitution nur eine Umformung 
der Gleichungen ist, welchen diese » zugehörigen Formen definitionsmässig 
f enfigen. Dadurch erhalte ich endlich ganz bestimmte von willkürlichen Para- 
netem freie Substitutionscoefficienten ; denn wenn die transponirte JSubstitution 
^ Willkürliche Parameter hätte, so könnte sie nur i»— /i Gleichungen identisch 
j)fffillen, und es könnten nur n—u und nicht n von einander unabhängige zu- 
gehörige Formen existiren. 
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Diese ganz strenge und durch die formale Behandlung des Stoffes 
jener Abhandlung gebotene Beweisführung ist^ aus dem Zusammenhang heraus-^ 
genommen, keine ditecte und scheint deshalb zu dein Bedenken Veranlassung 
gegeben zu haben, ob die angegebene Zahl A^ Absoluten Invarianten hin- 
länglich sicher sei, denn wenn die Substitutionscoefficienten sich mit ^ will- 
kQrlichen Parametern behaftet fSnden, so würde die Zahl der absoluten Inva- 
rianten gleich co+i^ sein. Herr Clebsch hat daher im Bd. 65 dieses Journals 
pag. 267 einen andern Beweis zur Bestimmung der Zahl vo aufgestellt, welchem 
die Definition der Invarianten als Integrale partieller Differenliatgleicfaungeh zu 
Grunde gelegt ist, allein dieser Beweis zeigt nur, dass die Zahl nicht kleiner als 
(0 sein kann, weil die Unabhängigkeit der ursprflngltcheh partiellen Differential- 
gleichungen von einander nicht bewiesen ist. 

Um zu beweisen, dass die Zahl wirklich gleich (o ist, hat Herr Chrisloffd 
Bd. 68 dieses Journals pag. 267 in einer sehr eingehenden "Weise diese Unter- 
suchung der Unabhängigkeit der partiellen Differentialgleichungen von ein- 
ander geführt, indessen dazu ebenfalls den oben angegebenen Satz von der 
Existenz von n von einander unabhängigen zugehörigen Formen i>enützt, wel- * 
eher nach dem Obigen schon ohne Zuziehung der partiellen Differentialglei^ 
chungen den verlangten Beweis liefert. 

Ich will nun auf ganz direcle Weise zeigen, dms die Substitution voA 
willkürlichen Parametern frei ist, und dabei weder die Existenz voü n zuge- 
hörigen Formen, noch andere Sätze der Invariantentfieorie voraussetzen, so däss 
der Satz bei der Begründung der Invariantentheorie gleich von vorne herein 
eine Stelle finden kann. 

Es sei 

(1.) X, = 4*^?i+af^&+-- + 4*^l. 

eine ursprüpgliche Substitution, welche, wenn F(a:i,j^,...a;») und F^(^i,l2v-^J 
die ursprüngliche und transformirte Form bedeuten, der Gleichung 

(2.) F(a?,, «,, . . . ai.) = F(Im &, • ^ • L) 

Genüge leisten muss. 

Ergiebt sich, dass sich aus alten Transformationsgleiohmigeii nur ir^— ^ic 
Verbindungen der Substitutionscoefficienten herleiten lassen, so kamt man andi 
nur diese Verbindungen bestimmen, und daher auch nur ü'^-ju Subsfitutidns- 
coefRcienten durch die übrigen, oder alle, durch fi willkürliche Parameter 
•ufdrüoken. 
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Es bezeichne cT eine Differentiation, welche nur nach diesen willkariichen 
Farametern stattfindet, dann folgt aus (1.): 

(3.) Jx, = Sxi'>l+(fxi'^§, + ...+dxi'^S^. 

Wenn man die aus (2.) zu entnehmenden Transformationsgleichungen in dem- 
selben Sinne diiTerentiirl, so werden die rechten Seiten gleich Null, weil die 
Snbstitutionscoefiicienten, welche die willkQrlichen Parameter enthalten, nur auf 
den andern Seiten vorkommen. Man kann diese Differentiation aber mit der 
Gleichung (2.) selbst vornehmen, wenn man nur die Yariabeln a?* als durch 

■ 

(1.) gegebene Functionen der ^^ und alsdann die ^^ als beliebige Grössen an- 
siebt. Dieses giebt, in dem angedeuteten Sinne: 

JF(ar,, j:2,...a:J = 
oder 

(4.) ^dx, + ^dx,+ -+-^dx^ = 0, 

und diese Gleichung muss identisch gleich Null werden, nachdem man in der- 
selben die Substitutionen (1.) und (3.) ausgefflhrt hat. Da aber die Substi- 
tutionsdeterminante nicht verschwinden soll, so kann man auch, was bequemer 
ist, die Yariabeln |* in (4.) überall durch die x^ ersetzen, und alsdann (4.) 
für alle Werthe der letzteren verschwinden lassen. 

Hierzu ist die zu (1.) inverse Substitution uöthig^ welche durch 

(50 Si = S['W\-^2''^^ + - + Si'>x. 

bezeichnet sei. Wendet man dieselbe auf (3.) an, so crgiebt sich 

(6.) <fx, = x,2:s[^^^xi^^+x2SSi^^<f!€i^^ + -'+x.:sii^^M^\ 

Man denke sich nun alle Werthensysteme der Yariabeln Xi^y welche Wurzeln 
der (n— 1) Gleichungen: 

.- . dF ^ dF ^ dF g^ dF ^ 

sind, so gebt fbr jedes dieser Systeme die Gleichung (4.) in 

— — Jxtt = 
dxk 

dF 

Ober, und da gleichzeitig mit dem System (7.) nicht -iz-=^ ^^ kann, weil 

soDflt die Discriminante von F verschwinden wflrde, so muss für s ämmtHck e 
den Gleichungen (7.) genflgende Werthensysteme 

(8.) äx, = 

24* 



188 Äronheld, Beweis eines Fundamentalsaines der 

sein. IMe Anzahl dieser Werthensysterae ist bekanntlich gleich (/'*-l)*'S wae 
immer grösser oder gleich n ist, mit Ausnahme des Falles p^2^ der deshalb 
auszuschliessen ist. Mithin ist dx^ mindestens für ti und mehr als n Werthe 
gleich Null. äxM ist aber wegen (6.) eine Uneare Function der Variabein. Wenn 
daher (ixk nicht identisch gleich Null wäre, so müsstem alle Wertkemtf^teme^ 
fcelche Wursteln der Gleichungen (7.) sind, ein und derselben linearen Gteir 
chung genügen. Dass dieses unmöglich ist^ so lange F eine allgemeine homo- 
gene Function ist, lisst sich einsehen, wenn man die Bedingung^i aufstellt, 
welche andernfalls stattfinden müssten. Da aber diese Bedingungen dann wirk- 
lich und rational erfüllt sind, also auch erfüllt bleiben mfissen, wenn man F 
auf rationale ^eise specialisirt, so gelangt man kürzer zum Ziele, wenn man 
in irgend einer derartigen aber sonst beliebigen Specialisirung von F zeigt, 
dpss n Werthensysteme vorhanden sind, deren Determinante nicht verschwindet, 
da es dann im allgemeinen Falle gewiss solche gieht. Man setze daher z. B. 
in den Gleichungen (7.) die Coefficienten der {p—iy^^ Potenzen, also die Co- 
efficienten von rc?"*, a^\ . . . a^"* gleich Null, dann genügt man den Glei- 
chungen (7.) durch die n Systeme : 

(Ta = 1, a?2 = 0, ... ap^ = 0, 

r 

a?i = 0, iFj=l, . . . ^i»=*=.0» 

• • • 

• • • 

iCi = 0, a:2 = 0, ... (T^ = 1 , 
deren Determinante gleich 1 ist. Mithin genfigen diese gleichzeitig keiner 
linearen Gleichung, folglich kann es auch ioi Allgemeinen nicht Statt finden, und 
Jx muss identisch verschwinden. 

/ In Folge dessen ist wegen (6.) 

und daher, weil die Substitutionsdeterminante nicht verschwindet: 

(90 M^^ = 0. 
Die Gleichung (9.) sagt aus, dass füT, p'^2 die . sfimmllicben partiellen Ab- 
leitungen der Substitntionscoefficienten nach den willkürlichen Parametern gleich 
Null sind; daher folgt, dass die SubstUuUonscoefficienten heme wUlkUrKchen 
Parameter enthalten. 

Man kann sich sehr leicht davon überzeugen, dass in der vorstehenden 
Theorie auch der 'cKrec/e Beweis enthaReh Ist, däsä dieparUeUen DiffbtentUU- 
gleichungen linear von einander unabhängig sind. 

Zu diesem Ende setze man die Weiihe von (6.) wirklich in (4.) ein 



i •* 
-■ * 
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und bezeichne der Kürze halber die Coef&cienten von (6.) durch 

(10.) (ift) := -ru^>(r4*>; 

dann geht (4.) über in 

(11.) 2iik)x,^ = 0. 

Da nun bewiesen ist, dass die (ik) = sein müssen , so folgt, dass man der 
vorstehenden Gleichung nur auf diese eine Weise identisch genügen kann, 
oder dMs die FmnctUmen 

dF 



Xi 



dxk 



linear eon einander unabhängig sind, 

JE» 

Setzt man aber in oc.-i— statt der Potenzen und Producta der Variabein 

dxk 

die entsprechenden partiellen Ableitungen der Invarianten, so erhält man die 
linken Seiten der Differentialgleichungen. 

Die Gleichung (11.) kann daher auch zur Vervollständigung des von 
Herrn Clebsch gegebenen Beweises dienen. 

Aus der vorstehenden Theorie geht noch die bemerkenswerthe That- 
Sache hervor, dass die Multiplication kn,, welche Herr Ckristoffd a. a. 0. pag. 248 
benutzt, um die lineare Unabhängigkeit der partiellen Differentialgleichung^ von 
einander zu beweisen, eine bestimmte Bedeutung haben, nSmlich dass sie die 
linearen homogenen Functionen (ik) (10.) der Variationen der Substit^ionscoef- 
ficienten sind. Hieraus folgt unter Andern ganz direct, dass die partiellen 
Differentialgleichungen wirklich von einander abhftngig werden, wenn die 
SubstitutionscoefGcienten willkflrliche Parameter enthalten. 

Berlin, im Juni 1868. 
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lieber den Zusammenhang gewisser Determinanten 

mit Bnichfimctionen. 

(Von Herrn Jlf. Dieirich zo Regensburg.) 



I^chbn Iftnger bekannt und leicht su erweisen ist die Bemerkimg, daas 
die in der Entwicklung einer rationalen Brachfonction naeh Petenten ihrer Ya- 
nabeln auftretenden Coef&cienlen sich durch Determinanten ausdrücken lassen, 
welche die Coefficienten des Nenners in eigenthflmlicher regelmässiger Weise 
enthalten. 

Set£t mad nflmlich den Bruch 



fo+r.»-H>jf 



= ^n + '^iflP + y2fl?*+9>3^+---, 



i + g,x+g^x*+g,x*+'" 
so ergeben sich 2ur Bestimmung der Coefficienten <p dqrch Multiplication mit 
dem Nenner und nachherige Identificirung der beiden Gleichungsaeiten die 
Relationen: 



Vn + 9AV^+ShlV^1 + '''+9nVii = fn, 



Durch Auflösung erhAlt man sogleich: 

/19 ^1? ^9 u, . . . 
fi^ 92^ 9i^ 1, 0, . . . 



<Pn = 



0, 1, 0, ... 

0, gi, 1, 0, . . . 

0, 92^ 9i^ I9 0, . 



Ai 9*'^ 9^1"* ' "i 9i 

oder durch Reduction des Nenners 

A)9 *9 "9 • • • 



U y-^ y— 



19 



9i 



= (-!)•• 



/i» 9i^ ^9 0, . . . 



Bieiriek, Zusammenhang geMriner Determmamtem mit BruchftmoHonen^ 191 



also avch durch Entvdcklnng 



^. = (-1)-. A. 



3^29 5^19 1, 0, . . . 



+ ^2. 






^ 9i 

0, . . . 

1, 0, ... 



-/.• 



9if U 0, ,. . . 

■ 



- -lA 



9*^2 9 S'ä-s 9 'i 9i 

Man sieht sogleich, dass die aus den Zahlen g gebildeten Determinanten ein- 

fach die Coefficienten der Entwicklung von -j-z ; i-i sind und bei 

allen Brüchen mit letzterem Nenner in gleicher Weise vorkommen. 

Im Nachfolgenden soll nun umgekehrt aus dem Bau der eben betrach- 
teten Determinanten auf ihre Entstehung aus einer Bruchentwicklung geschlossen 
und dies auf Determinanten ausgedehnt werden, welche nicht aus einer Reihe 
von Zahlen, sondern aus mehreren periodisch auf einander folgenden Zahlen- 
reihen in ähnlicher Weise gebildet sind. 

Hat man zunächst die Determinante 

a,, 1, 0, 0, . 
02) «M I9 0, . 



A. = 



ö»-i 



ö«-29 «n 1 

On, »,•-19 ....... 02, Ox 

80 erhSlt man durch Iglntwicklung derselben nach den Gliedern der ersten 
Yertikalreihe sofort 

(1.) A^ = «l.^i—l— 02.^—2 + 03. -^-3 •±»»- 

Bildet man ferner mit den gegebenen Zahlen o die Reihe 

a{x) = l + 0ia:+02a?^+0sa??+'- 
md mit den aus jenen darzustellenden Zahlen A die Reihe 

A(x) = i-'AiX+A2x'^—Aia^'\ — , 
M i$t hier sogleich 

nl ^ ' 



A. = 
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und hiemit die Darstellang der Determinante A^ auf die der Function A{x) 
durch die Zahlen a oder die Function a{x) zurüekgeffihrt. 
Nun giebt die Multiplication obiger Reihen 

il (a:) . a (a:) = 1 — (^1 — öl) 0?+ (^2~ A öi+flb) «* -^ (^3 — ^2 «i + -4i «2 -- «$) ii?' + 
also, da hier die Coefficienten der einzelnen Potenzen von x wegen der Glei- 
chung (1.) alle verschwinden, 



A{x).a{x)'=\ oder A{x)=^ 



\ 



a(x) 



Es ist daher die zu bestimmende Determinante 
Sodann geben die beiden Determinanten 



^ = 



«i, 1, 0, 

02, fei, 1, 



0, ... 

0, ... 
1 



«., * 



»— 1 ) 



««-»1 



and fi.= 






0, 



0, ... 

0, ... 
i 

Mm • . • 



fe|»9 ^n— J9 fe«— 29 

welche alternirend mit ai und fe| schliessen, durch Entwicklung 



(«•' 1«-: 



A = ÖJi ß^i — öj ^._2 + Ö3 ^1.-3 ±«« 

fi. = felA-l— fe2ß|.-2+fe3 A-3 +fe«. 



Bildet man ferner die Reihen 

a{x) = i +aix+a2x'' +aiX^ + 
b(x) = l+feiiP + fe2^' + fe3ir^ + 



und 



A(x) = l-ßia?4-^ip'-fi3a?' + Aa?*- 
5(a:) = i-AiX+B.x^-Ajx' + B.d'-' 



so ist einmal 



^**''" (2«)!"' 



^9mx.I 



ö'x+'B(r), 



'•+*" (2«4-l)J 

Dann erhält man durch Mnltiplication : 

A(x).a(x) = 1— (Bi— a,)af4-(.4,— aiJ?,+Oi)a?'— (B, — «(.Aj+Oj^i 

B(x).a{x) = 1 — (^,— a,)aj+(52— a,.4iH-aj)x*— (^j— aifij+«h-<*i 
B(«).6(«) = l-(^,-6,)a;+(Ä,-Mi+6»)«*^(^-6ifi2+Mi 
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welche Gleichnngen sich mit Beachtungen der Relationen (2.) reduziren auf 

A{x).a(x) = 1 — (Bi— a,)a;— (Äj— tfi^2+«2^i— »j)«' 

A(x).b{x) = l+(Ai-biBt+b^)x'+(Ai-biB3-\-btA2-biBi+bt)x*-\--. 
B(x).a{x) = i+{Bi—aiAi+ai)x''+{Bt—aiA3-{-aiB2—aiAi-\-at)x*-\ — 
Bix).bix) = i-(Ai-bi)x^(A3-biBi + biA,-bi)ii^ 

Hieraus ergeben sich leicht die Gleichungen 

A(x).a(x)-i- A{—x) .a(—x) = 2, 
A(x).b(x)-A{~x).b(-x) = 0, 
B(x).a(x)-B(-x).a{-x) = 0, 
B{x).b{x)+B(-x).b(-x) = 2, 

deren Auflösung 



A{x) = 



B(x) = 



2, 
0, 

3, 

0, 



«(■ 
bi- 

b{- 



X) 

x) 

X) 

■X) 



o(aj), 
b{x), 

b{x). 



a(-sr) 
-b(-x) 

bi-x) 
-a(-x) 



oder nach kurzer Reduction 



A(x):B{xyA = -2b(-x):-2a^-x): 



a(x), a(—x) 
6(ar), —b{—x) 

liefert, wo der dem A{x) und B(x) gemeinschaftliche Norner leicht als Function 
Yon x^ zu erkennen ist. 
Sei dann weiter 



A,= 



a„ 1, 0, 0, 

Oj, ii, 1, 0, 



«»? A.-H 



fi.= 



ii, 1, 0, 0, 

ij, c,, 1, 0, 

Äs» Cj» «11 1» 

Ä4J <5,, 02, 6i, 1, . . . 



0»» ^'a— 11 



C. = 



Cj» «1» 



0, 0, 

1, 0, 

*i, 1, 

fh'i ^15 *9 • • • 
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• • • 



• f • 



woratfs lA,=^a,B,_i—aiC^i+tt3A^j-atB,^-\- 

(3.) \b, = b,C,_t-lhAj,+b,B^,~b,C^+ 

dann " a(x) = i■\-alX + chx^^^-eh^•\■"• 

b{x) = i+biX+biaf'+biX^+— 

c(x) = 14-Ciaj+C2a5' + Cjar'4-"' 

und A{x) = l--CtX+BiX^—A3X^-\-C4X* 

B(xy= i-AiX+Ctx'' -Bij^+A^a^ 

C{x) = i-BtX+A^x^- da^+B^x* • 

Hieraas wird erstlich 

'*^-+' = (3« +01 •^?"'*^(a')ü, 

^'"+* == (3« + 2)! *^-""^(«)«- 
Ferner findet man durch Hultiplicalion und Reduction millelst (3.) die Gleichungen : 

j4(aj).a(«)=l— (Ci— a,)ic + (ß2— ö,C,+ Oj}aj'+(C+— Oi^j+Oj-Bi— «bCi+aJa?*^ » 

^(ar).c(aj)=l-t-(Ä,-c,Ci + cOic'-M3-c,5, + CjC,-C3)!r^-(55 )«*+-, 

jB(a;).c(a;)=l —(-4i — c,)aj — (53 — CjC, + 0.^^1—03) x* + '", 
C(aj).o(x)=l — (B| — ai)«— (C3— 0,^2+aißi — 03)aj'4 — , 
C{x).b(x)=i + (Ai-biB, + b,)x'-{C,-biAi + b2Bi~b3)ae' , 

a:x).c{x)=l-(Bi-Ci)x+(lAt-CiBi + C2)x' + (Bt )x* , 

und ans dieseii, wenn q eine priihitive Wurzel der Gleichung x^—i =0 bedeutet, 

A{x).a{x)+A{Qx).a((}x)+A{Q^x).a{i)^x) = 3, 
A{x),b[x)+Q,A{()x),b[(}x) + (}^.A(Q'^x),b(()'^x) =. 0, 
A{x).c[x) + q^.A(qx),c[(}x)^+q.A{q'^x),c{(}^x) = 0, 
Bix).b(x) + B{(}x),b{Qx)'fB:(j''x).b:(/x) = 3, 
B{x),c(x)+q/B:^x)\c[px) + (j\B:q''x).c(^''x) = 0, 
B(x).a[x) + ()'^:ByQx).a(^x)+Q.B{Q''x).a(Q'^a) = 0, 
C(x).c:a;; + C(()a;).«;:(>a;) + C((»V).c('(»*a;) = 3, 
Cix).a(x)+Q,e(Qx).a(Qx)+p\C(^x).a(Q'x) = 0, 
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Löst man diese Gleichungen nach A{x)^ B(x) und C{x) auf und beachtet, 
dass sich durch die wegen ^^ = i zulassige Multiplication der zweiten und 
dritten Verlikalreihe der Nenner der Werlhe von B{x) und C{x) mit () und 
(>^^ oder mit ^^ und ^ dieselbe Function von x^ ergiebt, welche den Nenner 
von A(x) bildet, so erhalt man 

A{x):B:x):C{x):i = 



e'.c((>a?),p.c((>'a?) 



:3 



^^,a[ifx\ ().a'()^Xj 



:3 



(>'.6((>a?), Q,b{()^x) 



a(x)j a{(fx\ a'Qx) 

b{x\().b(gx\(}\b'^(}^x) 

c[x)^ p^c;pa?,\ Q.c[{f^x) 
Nimmt man nun endlich allgemein mit den Zahlen oberhalb j4 und a als Zeigern 
oi, 1, 0, 0, . . . 
ai, ai+S 1, 0, ... 



AL = 






a 



n) 






also auch 

(4.) ^: = ai^\~oi-4;t^,-...±ai^AU^,+ a;.,+,-4U+.-,±---, 

ferner 

a*(a?) = l + öiiP+Ö2ic^ + Ö3a?' + «-- 
und 

an, so ist zunächst 

Sodann entstehen mittelst der Beziehungen (4.) für die Functionen A{x) die 
Gleichungen : 

A*:x).a{x)-{-A\{fx).a'i_Qx) + '" + A'{(f*-^x).a\if''-'x) --= k, 
A'{x).a'+'{x) + Q.A\ifx).a'+\Qx) + -^(>^-'.A\Q^-'x).a'+\i)'-'x) = 0, 
A*{x) . a'+'(ar; + (>". A\qx) . a'+\ifx) + • • ■ + (»'»-'.^•■((>*-'x) . o'+'((/-'ar) = 0, 

A\x).c^{x)->r9'~' ■ .4*: ()x).a*((>a;) + ■••+(>(*-■'('-" . ^'((>»-'a;).a\>*-'a;) = 0, 
A*{x).a' (x) +(>*-*+'. ^\()x) . a'(px)+..- +(»(*-*+'«*-»). ^■((>*-'x).a'(()*-'a;) = 0, 
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WO Q eine primitive Wnrzel der Gleichung x*~l = vorstellt. 
Durch Auflösung erhält man schliesslich : 

A'(x) = 



k. 









•*-'.o*-' ((>«), p**^*.rf-' ((»*«), ... 



a\x\ a\(tx\ . . . , «'((>*-'x) 
«'(aj), p . c^{qx\ . . . , (»*"'. a\(f*~^x) 



af^x), (j*^*. o*(pit), . . . , (»«*-"•. a*(p*-'x) 



Auch hier zeigt sich der Nenner, der durch die Substitution von q'x für x 
im Werthe unverändert bleibt, als eine rationale Function von or*. 

Das Vorstehende giebt zugleich die Auflösung des durch (4.) ange- 
zeigten zusammengesetzten Gleichungssystems: 

A\-a\ = 0, 
A\-a\A]+a^ = 0, 
Al-alAl+a^A\-(4 = 0, 



AI 
A] 
AI 



a\ = 0, . 

alA\+äi = 0, 



= 0. 



^-«Jy4Li+— + aL2^Ci+2±aLi^i-t+iT— ±a' = 0, 



k+l 



Ai-a\ = 0, 
Ai-aiA\+ai = 0, 



Regensbarg, im April 1868. 



= 0. 
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Zur Theorie der Flachen zweiten und dritten 

Grades. 

(Von Herrn Geiser in Zürich.) 



I. 

JL/urch Rotation eines Kegelschnittes um seine Hauptaxe entsteht eine 
Flfiche zweiten Grades, welche im eigentlichen Sinne des Wortes zwei Brenn- 
punkte besitzt und deshalb einer elementaren Behandlung zugänglich ist, die 
sich nicht auf andere Flächen zweiten Grades ausdehnen lässt. Man fiberzeugt 
sich in der That leicht, dass die Methoden, welche in dem ersten Bande von 
Jacob Steiners „Vorlesungen Ober synthetische Geometrie^^ auseinandergesetzt 
sind, sich sofort auf die charakterisirten Rotationsflächen ausdehnen lassen. 
Resultate, welche an diese Methode anknflpfen, sollen in der vorliegenden 
Abhandlung zunächst abgeleitet werden und weilergehenden Untersuchungen 
zur Einleitung dienen. — 

Für die Brennpunkte einer Rotationsfläche der bezeichneten Art*) gilt 
der Salz: Fallt man von einem Brennpunkte aus Perpendikel auf sämmtliche 
Tangentialebenen der Fläche und verlängert jedes dieser Perpendikel um sich 
selbst, so liegen die erhaltenen Endpunkte (die Gegenpunkte des Brennpunktes 
in Bezug auf die Tangentialebenen) auf einer Kugel, welche den andern Brenn- 
punkt zum Mittelpunkt und die Hauptaxe der ^Fläche (die gleichbedeutend mit 
der Hauptaxe des erzeugenden Kegelschnittes ist) zum Radius hat. Sind also 
von der Fläche ein Brennpunkt und eine Tangentialebene gegeben, so muss 
der zweite Brennpunkt der Mittelpunkt einer Kugel sein, welche durch den 
Gegenpunkt des ersten Brennpunktes in Bezug auf die Tangentialebene geht, 
unf) die zudem die Hauptaxe der Fläche zum Radius hat. 

Man nehme ausser dem einen Brennpunkt B zwei Tangentialebenen 
Ti und T2 an ; der zweite Brennpunkt A ist dann der Mittelpunkt einer Kugel, 



*) Es giebt offenbar zwei verschiedene Arten von Rotationsflächen zweiten Gra- 
des, die sich dadurch unterscheiden,' dass bei der einen die beiden Brennpunkte reell, 
bei der anderen imaginär sind. Wir haben es hier zunächst mit denen der ersten 
Art zu thuu; bei denjenigen Fragen aber^ welche im Grunde algebraischer Natur 
sind, werden die Flächen der zweiten Art nicht von der Betrachtung ausgescblossen 
werden können. 
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welche die Gegenpunkte B^ und B2 von B in Bezug auf Ti und T, enthfilt; 
er liegt also in der Ebene E^ welche man in der Mitte der Strecke BiBi 
senkrecht auf diese Gerade errichten kann. Diese Ebene E geht auch durch 
die Durchschnittsgerade g von T^ und T^; in der That steht g senkrecht auf 
der Ebene BB1B2 und der Durchschnitt s von g mit dieser Ebene ist zugleich 
der Mittelpunkt des Kreises, welcher durch BB^B^ gelegt werden kann, wo- 
mit die Behauptung erwiesen ist. Es ergiebt sich ferner: die Ebene, in wel- 
cher A liegt, und die Ebene, welche durch B und g bestimmt ist, sind sym- 
metrisch zu Ti und T2, d. h. bilden mit diesen Ebenen gleiche Winkel, ein 
Satz, dessen Beweis in der Ebene BB^Bi geführt wird. Man schneidet die 
vier Ebenen (Ti, T2, die Ebene der A und die Ebene gB)^ welche g ent- 
halten, durch die zu g senkrechte Ebene BByB^^ man hat dann in dieser 
Ebene vier durch s gehende Geraden st^^ st2^ sb, sa, deren Ursprung durch 
die Bezeichnung angedeutet ist. Jetzt ist ^a8ti = BBiB2= IB^sB = Bsti^ 
w. z. b.w. Damit ist auch der nachfolgende Satz evident: Legt man von der 
Durchschniltsgeraden zweier Tangentialebenen T| und T^ einer Rotationsfläche 
zweiten Grades aus Ebenen durch die Brennpunkte A und B derselben, so 
sind diese Ebenen zugeordnet harmonisch zu den Halbirungsebenen der Winkel, 
weiche Ti und T2 bilden. Oder auch: Sind von einer der bezeichneten 
Flächen ein Brennpunkt B und zwei Tangentialebenen gegeben, so liegt der 
zweite Brennpunkt A auf der Polarebene des Punktes B in Bezug auf die- 
jenige Fläche zweiten Grades, welche aus den winkelhalbirenden Ebenen von 
Ti und T2 besteht. 

II. 

Da nur eine einzige Kugel durch vier von einander unabhängige Punkte 
im Räume gelegt werden kann, so lässt sich schliessen, dass im Allgemeinen 
eine Rotationsfläche zweiten Grades durch einen Brennpunkt und vier Tan- 
gentialebenen vollständig bestimmt ist; der zweite Brennpunkt ist dann der 
Mittelpunkt derjenigen Kugel, welche durch die Gegenpunkte des gegebenen 
Brennpunktes in Bezug auf die vier Tangentialebenen geht. Man kann aber 
nach dem gefundenen Satze sagen: Legt man durch den gegebenen Brenn- 
punkt und die Kanten des Tetraeders, welches von den Tangentialebenen ge- 
bildet wird. Ebenen und sucht zu jeder derselben eine durch die nämliche 
Kante gehende, mit ihr symmetrisch zu den beiden in der Kante zusamraen- 
stossenden Tetraederflächen gelegene neue Ebene, so werden die sechs auf 
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diesem Wege erhaltenen Ebenen sich in dem gesuchten zweiten Brennpunkte 
der Fläche schneiden. Oder auch : Jede Kante des Telraeders giebt zu einer 
FIfiche zweiten Grades Veranlassung, die aus den winkeihalbirenden Ebenen 
derjenigen Tetraederflächen besteht, welche sich in ihr schneiden; sucht man 
nun zu dem gegebenen Brennpunkte die Polarebenen nach diesen sechs Flächen 
zweiten Grades, so treffen sich dieselben in dem gesuchten zweiten Brenn- 
punkte. Die sechs erwähnten Flächen zweiten Grades haben die Mittelpunkte 
der acht Kugeln gemein, welche dem Tetraeder eingeschrieben werden können; 
diese acht Punkte liegen so, dass jede Fläche zweiten Grades, welche sieben 
von ihnen enthält, auch durch den achten geht. Also kann man folgende neue 
Form des Satzes aufstellen: Die beiden Brennpunkte einer Rotationsfläche 
zweiten Grades, welche die vier Ebenen eines Tetraeders berührt, sind con- 
jngirte harmonische Pole in Bezug auf das Bündel der Flächen zweiten Grades, 
welches durch die acht Mittelpunkte der dem Tetraeder einschreibbaren Kugeln 
bestimmt wird. Dieses Flächenbundel ist zudem von der besondern Art, dass 
alle ihm zugehörigen Flächen das Tetraeder zum gemeinsamen Quadrupel haben. 

III. 

Im Allgemeinen ist also eine Rotationsfläche zweiten Grades durch 
vier Tangentialebenen und einen Brennpunkt vollkommen eindeutig bestimmt, 
so dass zu einem ersten Brennpunkt im Allgemeinen stets ein, aber auch nur 
ein zweiter Brennpunkt gehört. Eine Ausnahme hiervon machen die Ecken 
des Fundamenialtetraeders, denn zu einer Ecke gehört als zweiter Brennpunkt 
jeder beliebige Punkt der gegenüberliegenden Seitenfläche; ebenso findet man, 
dass zu einem beliebigen Punkte, der auf einer Kante des Tetraeders liegt, 
alle Punkte der gegenüberliegenden Kante gehören. Man kann nämlich ein 
begrenztes Stück einer Geraden stets als eine Rotationsfläche zweiten Grades 
auffassen, deren Brennpunkte die Endpunkte der Geraden sind, und deren 
Tangentialebenen aus den beiden Ebenenbündeln bestehen, welche diese End- 
punkte zu Mittelpunkten haben. Wenn also der erste Brennpunkt eine EAene 
durchläuft, so ist der Ort des zweiten eine Fläche, auf welcher die sechs 
Tetraederkanten liegen, die also die vier Tetraederecken zu Doppelpunkten 
hat, und wenn der erste Brennpunkt sich auf einer Geraden bewegt, von der 
vorausgesetzt wird, dass sie nicht eine der Ecken enthalte, so beschreibt der 
zweite Brennpunkt eine Curve, welche die vier Tetraederecken enthält. Man 
kann aus speciellen Fällen leicht schliessen, dass die Curve und die Fläche 

26* 
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beide vom dritten Grade sind; der Nachweis, dass dies wirklich der Fall ist, 
wird unter Anwendung des Scblusssatzes in II. geführt, indem dann die ver- 
mutheten Sätze sich als specielle Fälle von aligemeineren darstellen, deren 
Erörterung von Herrn Hesse *)^ von Steiner**)^ vom Verfasser •{•) und von 
Herrn Sturm f+) gegeben worden ist. 

Es ergiebt sich also: 1) Wenn der erste Brennpunkt einer Rotations- 
flfiche zweiten Grades, welche die vier SeitenflSchen eines Tetraeders berflbrt, 
sich auf einer, keine der Tetraederecken enthaltenden Geraden bewegt, so be-* 
schreibt der zweite Brennpunkt eine Raumcurve dritten Grades, welche durch 
die vier Tetraederecken hindurchgeht. 2) Beschreibt der erste Brennpunkt 
eine Ebene, so ist der Ort des zweiten eine Fläche dritten Grades, welche 
die sechs Kanten des Tetraeders enthält, und welche die Ecken desselben zu 
Doppelpunkten hat. Auf der Fläche können leicht 28 Punkte angegeben 
werden. Die 28 Yerbindungsgeraden der 8 Grundpunkte des Fiäcbenbündels 
zweiten Grades, fär welches die Punkte der Ebene E des ersten Brennpunkts 
und die Punkte der Fläche dritten Grades F^ des zweiten Brennpunkts con- 
jugirte harmonische Pole sind, schneiden E in 28 Punkten, und zu jedem der- 
selben kann man auf der ihn erzeugenden Verbindungsgeraden sofort den con- 
jugirten construiren. 

Die einer Ebene E entsprechende Fläche dritten Grades F^ enthält 
ausser den Tetraederkanten noch drei Gerade, die wie folgt gefunden werden: 
Die Ebene E schneidet das Tetraeder in einem vollständigen Vierseit, von 
dessen Diagonalen jede (nach unserer Zuordnung der Brennpunkte) eine Raum- 
curve dritten Grades ergeben mnss, die ihrer ganzen Ausdehnung nach aaf 
P^ liegt. Jede dieser Raumcurven aber zerfällt in drei Gerade , von denen 
zwei diejenigen Tetraederkanten sind, welche die zugehörige Diagonale treffen; 
je die dritte ist eine der gesuchten Geraden, von denen leicht nachgewiesen 
wird, dass sie in einer und derselben Ebene liegen. Es stossen in jeder 
Kante des Tetraeders zwei Seitenflächen desselben zusammen, deren Winkel- 
halbirungsebenen auf der Gegeukante zwei Punkte ausschneiden, so dass auf 
diese Weise auf jeder Tetraederkante zwei Punkte entstehen, welche von E 



*) „Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung" Bd. 49 dieses Joum« 

**) ;yUeber die Flächen dritten Grades" Bd. 53 dieses Journ. 

t) „Einige geometrische Betrachtungen" ZUrcher Vierteljahrschrift Bd. X. 

tt) 8. dessen Werk: „Synthetische Untersuchungen über die Flächen dritter Ord- 
nung" pag. 28 etc. 



Geiser, «ur Tkeorie der Flächen »weiien und dritten Grades. 201 

unabhängig sind. Sucht man jetzt auf jeder Tetraederkante zu deren Durch- 
schnittspunkt mit E und den beiden vorhin bestimmten Punkten den vierteji 
harmonischen, dem ersteren zugeordneten Punkt, so liegen die sechs neuen 
Punkte in einer Ebene E' als die Ecken eines vollstfindigen Vierseits, dessen 
Diagonalen sich auf F3 befinden. Die Ebenen E und E' sind offenbar reciprok, 
d. h. die F^^ weichet' entspricht, enthdlt drei Gerade, welche in der genannten 
Weise in E liegen. 

Eine Raumcurve dritten Grades, die durch vier feste Punkte gehen 
soll, ist durch zwei weitere Punkte bestimmt, und von einer Fläche dritten 
Grades, welche die Ecken eines gegebenen Tetraeders als Doppelpunkte ent- 
hilt, können im Allgemeinen nur noch drei weitere Punkte gewählt werden. 
Demzufolge entspricht in der Zuordnung der Brennpunkte auch jeder Raum- 
curve dritten Grades durch die Ecken des Tetraeders eine Gerade und jeder 
FIfiche dritten Grades durch die Kanten desselben eine Ebene. 

IV. 

Unter allen FlSchen dritten Grades, welche durch die Kanten des Te- 
traeders gehen, ist diejenige bemerkenswerlh, welche der unendlich entfernten 
Ebene des Raumes entspricht, und welche demzufolge der Ort der Brennpunkte 
aller Rotationsparaboloide ist, welche die vier Ebenen des Tetraeders berflhren. 
Sucht man für irgend einen Brennpunkt die sämmtlichen Gegenpunkte in Be- 
log auf die Tangentialebenen des zugehörigen Paraboloids, so liegen dieselben 
auf einer Ebene, also hat die genannte specielle Fläche dritter Ordnung die 
Eigenschaft, dass die vier Fusspunkte der Perpendikel, welche man von irgend 
einem ihrer Punkte aus auf die Tetraederebenen fällen kann, in derselben 
Ebene liegen. 

Aus dieser Eigenschaft kann man umgekehrt die Brennpunktsfläche der 
Paraboloide herleiten, indem man einen bekannten Satz aus der Theorie der 
Fusspunktenflächen zu Hülfe zieht. Werden von allen Punkten des Raumes 
aus die Fusspunktenflächen in Bezug auf eine gegebene Fläche bestimmt und 
ihre Volumina berechnet, so findet sich, dass diejenigen Punkte, welche gleiche 
Volumina der zugehörigen Fusspunktenfläche ergeben, auf einer Fläche dritten 
Grades sich befinden. Als Fusspunktenfläche für ein gegebenes Tetraeder in 
Bezug auf einen gegebenen Punkt kann man aber dasjenige neue Tetraeder 
bezeichnen, welches durch die vier Fusspunkte der Perpendikel gebildet wird, 
welche von dem angenommenen Punkte aus auf die Seitenflächen des Ursprünge 
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lieben Tetraeders möglich sind. Soll der Inhalt des Fnsspunktentetraeders 
constant und zwar gleich Null sein, so liegen seine vier Ecken in einer 
Ebene und umgekehrt. Dies giebl in der That den Sata, dass die> Brenn* 
punkte aller Rotationsparaboloide , welche vier gegebene Ebenen berühren, 
in einer Fläche dritten Grades liegen. 

Auf dieser Flache dritten Grades befinden sich die Mitten der Strecken, 
welche die Mittelpunkte der acht, dem Tetraeder einschreibbaren Kugeln ver- 
binden, was aus einem in III. angegebenen allgemeinen Satze sofort folgt. 

Mit der Flache der Brennpunkte aller Rotationsparaboloide, welche vier 
feste Tangentialebenen gemein haben, hängt eine andere Fläche zusammen, die 
von den sämmilichen Leitebenen umhüllt wird , welche diese Rotationspara- 
boloide zulassen. Diese Leitebenen sind die Ebenen, welche erhalten werden, 
wenn man von jedem Punkte der Brennpunktsfläche aus je vier Perpendikel 
auf die Seitenflächen des Fundamentaltetraeders fällt und durch deren Fuss- 
punkte eine Ebene legt. Man erkennt sofort, dass jede Ebene, welche eine 
der vier Höhen des Tetraeders enthält, eine solche Leitebene, d. h. Tangential- 
ebene unserer Fläche ist, ebenso wird jede Seitenfläche des Tetraeders eine 
Tangentialebene derselben sein. Da nun durch eine Kante des Tetraeders 
vier Tangentialebenen der gesuchten Fläche gehen (nämlich zwei Seitenflächen 
des Tetraeders und zwei Ebenen, welche die Kante und je eine der beiden, 
dieselbe schneidenden Höhen enthalten), aber ausser diesen keine andern, so 
muss die Fläche von vierter Klasse sein. Man hätte auf diese Klasse auch wie 
folgt schliessen können: Die vier Höhen eines Tetraeders sind vier Erzeu- 
gende derselben Schaar eines Hyperboloids, es giebt also unendlich viele Ge- 
rade, welche alle vier Höhen gleichzeitig schneiden, durch irgend eine dieser 
Geraden und die vier Höhen lassen sich also vier Tangentialebenen an die 
Fläche legen, welche demnach vierter Klasse ist. 

V. 

Aus dem Bisherigen folgt, dass nicht jeder beliebige Punkt des Raumes 
als Brennpunkt einer Rotationsfläche zweiten Grades gewählt werden kann, 
die fünf gegebene Ebenen berührt. Es ist also die Frage zu lösen: Welches 
ist der Ort der Brennpunkte aller Flächen der genannten Art, welche fAnf 
gegebene gemeinsame Tangentialebenen haben? — Da, wie früher erwähnt, 
eine begrenzte Gerade stets als Rotationsfläche zweiten Grades aufgefasst wer^ 
den kann, deren Brennpunkte zugleich die Endpunkte der begrenzten Strecke 
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siod;, und da ferner die sämmtlichen Tangentialebenen dieser speciellen Fläche 
die beiden Ebenenbflndel durch die Endpunkte sind, so ergiebt sich, dass auf 
der gesuchten Fläche der Brennpunkte die zehn Gerade liegen, in denen die 
gegebenen fünf Ebenen zu je zweien sich schneiden. In der That erkennt 
man, dass jede Ecke des Pentaeders als erster Brennpunkt einer Rotations- 
flAche zweiten Grades aufgefasst werden kann, deren zweiter Brennpunkt irgend 
ein Punkt der gegenüberliegenden Kante ist. Eine Pentaederebene enthalt also 
vier Geraden der gesuchten Fläche, diese ist demnach mindestens vom vier- 
ten Grade. 

Dass der Grad nicht höher ist, ergiebt sich aus nachfolgenden Schlüssen: 
Um die Anzahl derjenigen Punkte der Fläche zu finden, welche auf 
einer gegebenen Geraden g liegen, lassen wir das erste Mal von den fünf 
Pentaederebenen 1, 2, 3, 4, 5 die Ebene 5, das zweite Mal die Ebene 4 weg. 
Es entstehen dann zwei Tetraeder, 1234 und 1235, von denen jedes als der 
Ort der entsprechenden Punkte für g eine Raumcurve dritten Grades ergiebt. 
Diese beiden Raumcurven, die im allgemeinen irreductibel sein werden, haben 
höchstens fünf Punkte gemein, von denen der eine, der Durchschnittspunkt 
der Ebenen 1, 2, 3, als nicht von allen auftretenden Elementen abhängig, der 
unwesentliche Schnitt ist. Der wesentliche Schnitt besteht aus höchstens vier 
Punkten, welchen also höchstens vier Schnittpunkte der Geraden g mit der 
Fläche entsprechen. Demzufolge gilt der Satz: Die Brennpunkte aller mög- 
Hohen Rotationsflachen zweiten Grades, welche fünf gegebene Ebenen berühren, 
liegen auf einer Fläche vierten Grades, welche die zehn Kanten des Pentaeders 
enthält und dessen zehn Ecken zu Doppelpunkten hat*). 

Es mag noch die Frage erledigt werden: Welches ist der Ort der 
Brennpunkte der sämmtlichen Rotationsflächen zweiten Grades, welche sechs 
gegebene Ebenen berühren? — Zunächst ist klar, dass die zwanzig Punkte, 
in welchen je drei der Ebenen sich schneiden, der gesuchten Curve angehören. 
Es seien nun die Ebenen 1, 2, 3, 4, 5, 6 gegeben, dann bilde man die Pen- 
taeder 12345 und 12346. In jedem derselben für sich betrachtet ist die 
Brennpunktsfläche vom vierten Grade, die beiden schneiden sich also in einer 
Raumcurve sechzehnten Grades, von welcher der zu findende Ort einen Theil 
bilden muss. In der That treffen sich die erwähnten Brennpunktsflächen vor- 
erst in den sechs Kanten des Tetraeders 1234, die als unwesentlicher Schnitt 

*) Man bemerkt die Analogie dieser Fläclie mit der namentlich durch Steiners 
Untersuchungen bekannt gewordenen Kernfläche einer Fläche dritter Ordnung. 
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anflreten. Es bleibt jetzt als wesentlicher Schnitt der gesochte Ort flbrig, 
der somit eine Raomcurve zehnten Grades ist, die von jeder der fünfzehn 
Kanten, in welchen sich die gegebenen sechs Ebenen zn je zweien schneiden, 
in vier Ponkten getroiFen wird. 

Schliesslich soll noch auf das bekannte Resultat hingewiesen werden, 
dass es vier Rotationsflächen zweiten Grades giebt, welche sieben gegebene 
Ebenen berflhren. — 

Schwieriger ist die Erledigung derjenigen analogen Aufgaben, weldie 
an Stelle der Tangentialebenen Punkte setzen, so dass also Brennpunkte und 
Punkte als beslimmende Elemente der Rotationsflächen zweiten Grades auf- 
treten. Die entsprechenden ebenen Probleme hat der Verfasser bereits anders- 
wo behandelt*). 



VI. 

Die im Vorhergehenden für die Rotationsflächen zweiten Grades er- 
haltenen Resultate beruhen wesentlich auf den bekannten Theoremen Ober die 
conjugirten harmonischen Pole in Bezug auf ein FläcbenbQndel zweiten Grades. 
Die wenigen aus dieser Theorie nöthigen Sätze sind nicht bewiesen, sondern 
der in IL angegebenen Literatur entnommen worden, auf welche hier noch 
einmal aufmerksam gemacht werden mag. . Die nachfolgenden Betrachlungen 
befassen sich nun näher mit der genannten Theorie und legen der Unter- 
snchung ein vollkommen allgemeines Flächenbandel zweiten Grades zu Grunde. 
In Bezug auf ein solches entspricht jedem Punkte p im Allgemeinen stets 
ein, aber auch nur ein conjugirter harmonischer Pol p', welcher der Durch- 
schnitt der sämmtlichen Polarebenen von p nach den Flächen des Bündels ist. 
Die Ausnahmen beschränken sich auf die Punkte einer irreducliblen Raum- 
curve sechsten Grades C^ (des Ortes der Mittelpunkte der im Bündel enthal- 
tenen Kegel), welche die Eigenschaft haben, dass jedem von ihnen nicht nur 
ein Pol zugehört, sondern unendlich viele Pole entsprechen, d. h. die Polar- 
ebenen eines solchen Punktes nach den sämmtlichen Flächen des Bündels 
schneiden sich in einer Geraden. Wenn p auf einer Geraden G sich bewegt, 
so durchläuft p' eine Raumcnrve dritten Grades C3, welche Cq in acht Ponkten 

*) In teinor Inauguraldissertation: ,,Beiträg6 zur Bynthetischen Geometrie'^ 
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trifft, und wenn p irgend eine Ebene E beschreibt, so ist der Ort von p' eine 
Flfiche dritten Grades F3, auf welcher die Cq ihrer ganzen Ausdehnung nach 
liegt. Die Cq liegt auf keiner Fläche zweiten Grades, sondern sie ist theil- 
weiser Durchschnitt zweier Flächen dritten Grades, die ausser ihr noch eine 
Raumcurve dritten Grades gemein haben. 

Die Frage nach dem Ort der Geraden, welche den sfimmtlichen Punkten 
der Cq entsprechen, erledigt sich wie folgt. Da die drei Polarebenen eines 
Pnnktes p der Cg in Bezug auf drei nicht demselben Büschel des Bändels 
angehörigen Flächen zweiten Grades sich in einer Geraden schneiden, so kann 
diese im Allgemeinen gefunden werden, indem man einfach den Durchschnitt 
der Polarebenen von p nach zweien dieser Flächen construirt. Hiebei tritt 
aber eine Ausnahme ein, denn das. Quadrupel dieser beiden Flächen liegt auf 
Co, und jeder seiner Punkte hat die Eigenschaft, dass fär ihn die Polarebenen 
zusammenfallen. Die Polarebene eines Qoadrupelpunktes nach der dritten der 
herausgegriffenen drei Flächen schneidet aber (wenigstens wenn das Flächen- 
bflndel allgemein ist) je eine dieser doppelten Polarebenen nur in einer Geraden 
und fällt nicht mit ihr zusammen. Wenn also die Aufgabe gelöst wird : „Ein 
Punkt beschreibt eine Raumcurve sechsten Grades, welches ist der Grad der 
Fläche, welche von der Durchschnittsgeraden der beiden Polarebenen jedes 
ihrer Punkte nach zwei Flächen zweiten Grades erzeugt wird?" — so wird der 
gefundene Grad (wegen der vier vorhin erwähnten Quadrupelebenen) um vier 
grösser sein als der Grad der Fläche, welche den Punkten der C^ entspricht. 

Es ist nun bekannt, dass wenn ein Punkt auf einer beliebigen Geraden 
g sich bewegt, dann der Durchschnitt seiner Polarebenen nach zwei festen 
Flächen zweiten Grades ein Hyperboloid H2 beschreibt. Fflr jeden Punkt von 
H^ schneiden sich die beiden Polarebenen nach den festen Flächen in einer 
Geraden, welche die Gerade g trifft. H2 schneidet nun eine beliebig gegebene 
Raumcurve n^^^ Grades in 2n Punkten, also liegen auf der Fläche, welche den 
Punkten dieser Raumcurve entsprechen, 2n Punkte, die der Geraden ange- 
hören, d. h.: Bewegt sich ein Punkt auf einer Raumcurve n^^ Grades, so 
beschreibt die jeweilige Durchschnittsgerade der Polarebenen dieses Punktes 
nach zwei festen Flächen zweiten Grades eine Fläche 2ii*^ Grades. Damit 
ist nun der Satz bewiesen: diejenigen Geraden, welche als erweiterte con- 
jngirte Pole der Kegelmittelpunktscurve eines Flächenbändeis zweiten Grades 
aufgefasst werden können, bilden eine geradlinige Fläche achten Grades. 

Man hätte dieses Resultat noch auf anderem Wege ableiten können. Der 
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Ort der conjugirten Pole aller Punkte einer Fläche n^^ Grades in Bezug auf das 
vorgelegte Flächenbündel bestimmt sich leicht als eine Flfiche 3ii^° Grades. 
Einer Ebene e entspricht eine Fläche dritten Grades ^, der nach dem eben 
ausgesprochenen Satze eine Flache neunten Grades entsprechen muss. Diese 
aber zerfällt in e und die Fläche, welche den Punkten der Cq entspricht, dem- 
zufolge gehört zu den Punkten der Cg eine geradlinige Fläche achten Grades 
^, wie bereits gefunden worden. 

Der schon oben erwähnte Satz, dass die einer Geraden g entsprechende 
Raumcurve dritten Grades die C^ in acht Punkten triflfl, ergiebt sich durch 
diese Betrachtung von selbst, da g mit der fs in der That acht Punkte gemein 
hat, deren entsprechende auf Cg liegen. 

VII. 

Durch die Theorie der conjugirten harmonischen Pole in Bezug auf 
ein Flächenbündel zweiten Grades wird die Abbildung der Fläche dritten 
Grades auf eine Ebene in der allereinfachsten Weise bewerkstelligt, und zwar 
folgen daraus mit Leichtigkeit die Resultate, welche Herr Clebsch*) mit Zu- 
grundlegung der Grassmannschen Erzeugungsart der Flächen dritten. Grades 
(von welcher die hier eingeschlagene vierte Steinersche Erzeugungsart ein 
specieller Fall ist) abgeleitet hat. 

Die Ebene E und die Fläche dritten Grades F3, welche der Ort der 
conjugirten harmonischen Pole lu allen Punkten von E in Bezug auf das 
Bündel ist, entsprechen sich im Allgemeinen Punkt für Punkt, und zwar so, 
doss ohne Ausnahme lu jedem Punkte von F^ ein, aber nur ein Punkt auf 
E gehört, während zwar im Allgemeinen zu jedem Punkte von E ein Punkt 
in fs gehört, aber mit Ausnahmen. Die C^ schneidet nämlich E in sechs 
Punkten «1, ... 9^^ und jedem derselben entspricht eine Gerade, die ganz 
auf t\ sich befindet. Diese Geraden werden mit Gi, ... G^ bezeichnet, so 
dass dorn Punkte «^ die Gerade Gi entspricht. Es soll nun zunächst gezeigt 
worden^ dass wenn E eine ganz willkürliche Lage gegenüber dem Bündel 
hat und auch dieser ganz allgemein gewählt ist, dann weder die sechs Punkte 
it auf einem Kegelschnitte« noch irgend drei von ihnen auf einer Geraden 

iiuiren können. 

Lallten die Punkte s für jede beliebige Ebene E auf einem Kegelschnitte, 

'*') ,»Uia tJoMmetri« auf den Flächen dritter Ordnung'^ Bd. 6ö dieses Jeum. pag.359. 
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so mflsste die Co auf einer Fläche zweiten Grades sich befinden. Wird nun 
eine beliebige Gerade angenommen, die keinen Punkt von Cq enthält, so ent- 
spricht derselben^ wie leicht zu beweisen, eine irreductible Raumcurve dritten 
Grades C3. Durch g kann man ein Ebenenbuschel legen, und diesem ent- 
spricht ein Böschel von Flächen dritten Grades, dessen Grundcurve aus Cq+C, 
besteht. Dieses Büschel wird von E in einem Curvenbäschel dritten Grades 
geschnitten, dessen Grundpunkte aus den Punkten $ und aus den Schnittpunkten 
der C3 mit E bestehen. Da nun die letztern. drei nicht in einer Geraden 
liegen, so können die sechs ersteren sich nicht auf einem und demselben Kegel- 
schnitte befinden. 

Es liegen auch keine drei der s in gerader Linie. Wäre dies der 
Fall, so mfisste Cq in eine Raumcurve dritten Grades C3 und eine ebene Curve 
dritten Grades C3 zerfallen. Sei e die Ebene dieser letzteren, so wird e das 
Fiächenbündel in einem Kegelschnittnetze treffen, für welches C3 die Tripel- 
curve ist. Da nun die Tripelcurve des Kegelschnittnetzes einen Theil der 
Quadrupelcurve (welche identisch mit der Kegelmittelpunktscurve ist) des 
Flächenbündels bildet, so lässt sich daraus schliessen, dass e in Bezug auf 
alle ^Flächen des Bündels denselben Pol erzeugt, was bei einem allgemeinen 
Bändel, wie wir hier doch eines voraussetzen, nicht möglich ist. 

Es soll ferner nachgewiesen werden, dass keine zwei der Geraden G 
sich schneiden. Nimmt man an, dass Gy und G^ in p sich treifen^ so wird 
der conjugirte Pol dieses Punktes sowohl ^1 als $2 sein müssen, d. h. die Ebene 
E schneidet die der Cq entsprechende geradlinige /s längs einer ihrer Er- 
zeugenden, was im Allgemeinen nicht der Fall sein wird. 

Schliesslich ist noch zu zeigen, dass keine vier der Geraden G Er- 
zeugende derselben Schaar eines Hyperboloides ^ sind. Wäre dies der Fall, 
so mfisste sich die E entsprechende F3 in H^ und in eine Ebene e spalten. 
Irgend einer beliebig in E gelegenen Geraden, welche nicht durch einen der 
Punkte 8 geht, entspricht eine irreductible Raumcurve dritten Grades, welche 
also ihrer ganzen Ausdehnung nach in U^ liegt, und welche nur drei Punkte 
mit e gemein hat. Sämmtliche Punkte in E mit Ausnahme der $ haben ihre 
entsprechenden auf ^29 einen Theil derselben also auf dem Kegelschnitte, der 
H^ und e gemein ist. Den übrigen Punkten von e entsprechen aber einzig die 
Punkte s, und demzufolge müsste wenigstens einer der Punkte s die Eigen- 
schaft haben, dass seine sämmtlichen Polarebenen nach den Flachen des Bün- 
dels zusammenfallen, was beim allgemeinen Bändel ausgeschlossen ist. 

27* 



208 Geiser, iur Theorie der Flächen »weiten und dritten Grade», 

VIII. 

Zu jedem der Punkte s gehört eine der Geraden G, so dass also 
sfimmtliche Punkte, die auf einer dieser Geraden liegen, ihre entsprechenden 
Punkte in dem der Geraden zugehörigen Punkte s vereinigen. Wenn also 
eine beliebige auf F3 verzeichnete Raumcurve C. die Gerade Gi schneidet, so 
geht die ihr in E entsprechende Curve, die, wie man weiss, höchstens vom 
Grade 3ii ist, durch sx. Wenn umgekehrt eine in E gelegene irreductible 
Curve C« durch Si geht, so entspricht ihr auf F^ eine C^^, welche aber in 
eine (^«.1 und Gx zerfällt, und zwar schneiden sich diese beiden Theile. 
Wenn nämlich die Curve C^^i keinen Punkt mit Gx gemein hfitte, so würde 
ihr Bild auf E eine Curve sein, die nicht durch sx gebt; also könnte dieser 
Punkt nicht auf C^ liegen, wie doch vorausgesetzt worden ist. Eine Curve in 
Ey die 8x zum m fachen Punkte hat, wird auf F3 zu einer Raumcurve 3m^'^ 
Grades, welche mmal die Gerade Gx enthält und sie ausserdem mmal schneidet 
und umgekehrt. Dies ist der wesentliche Satz, auf welchen Herr Clebsch in 
seiner bereits citirten Abhandlung die Untersuchung der auf einer Fläche 
dritten Grades liegenden Raumcurven gestützt hat. 

Zunächst ist es leicht, die 27 Geraden zu finden; sie werden erzeugt: 
1) durch die Punkte a, welche die Geraden Gi ergeben, 2) durch die sechs 
Kegelschnitte, die je fünf der Punkte s enthalten (die Gerade auf JP3, deren 
entsprechender Kegelschnitt in E nicht durch sx geht, werde mit gx bezeichnet), 
3) durch die fünfzehn Geraden, die je zwei der Punkte s mit einander ver- 
binden (die Gerade auf F3, welche der Verbindungsgeraden von sx und s^ 
entspricht, heisse /;,^). Es fällt nicht schwer, mit Hülfe dieser Sätze die he^ 
kannten gegenseitigen Beziehungen zwischen den einzelnen Geraden der F3 
abzuleiten, worauf aber hier nicht eingegangen werden soll. Einzig sei be- 
merkt, dass im Allgemeinen keine drei Geraden der Fläche dritten Grades 
durch denselben Punkt gehen. 

Es möge noch der Abbildung der Quadrupel curve Cq auf E erwähnt 
werden. Die Quadrupelcurve kann erzeugt werden als ein Theil des Durch- 
schnittes Co + C^ der F3 mit einer anderen Oberfläche ^3, welche einer Ebene 
e entsprechen mag. Dieser Durchschnitt bildet sich dann in E als eine Curve 
neunten Grades Co mit den s als dreifachen Punkten ab, aber so, dass Cg zer- 
fällt und zwar in die der C3 entsprechende Gerade g, welche der Durchschnitt 
von e und E ist, und in eine Curve Cg, welche sechs dreifache Punkte ent- 
hält. Da g mit C« acht Punkte gemein hat, von denen keiner zu den Punkten 
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8 gehört, so schliesst man, dass die C3, welche einer beliebigen Geraden in 
E entspricht, die Cq in acht Punkten trifft, wie bereits in VI. bewiesen wor- 
den ist. 

FOr einen beliebig in C^ gewählten Punkt liegt der conjugirte Pol auf 
Ce, demzufolge ist die Cg der Durchschnitt von E mit derjenigen Fläche, 
welche von den entsprechenden Geraden zu sämmtlichen Punkten der Ce ge- 
bildet wird. Diese geradlinige Fläche ist also vom achten Grade; sie hat die 
Cß zur dreifachen Curve und besteht aus allen denjenigen Geraden, welche 
die Ce dreifach schneiden. 

IX. 

Die Flächen dritten Grades werden nach der Realität ihrer Geraden in 
Gattungen eingetheilt, deren es bekanntlich fünf giebt. Da nun die Grass- 
«tannsche Erzeugungsweise der genannten Flächen, von der die hier behan- 
delte vierte Steinersche ein specieller Fall ist, bei reeller Annahme der be- 
stimmenden Elemente von den fünf Gattungen nur vier giebt, so lässt sich 
sofort schliessen, dass sich für die vorliegende Erzeugungsweise durch eine 
genauere Untersuchung dasselbe Resultat ergeben muss. Diese specielle Unter- 
suchung bietet auch neben der allgemeinern, bereits von Herrn Sturm*) durch- 
gefflhrten noch ein ganz wesentliches Interesse vermöge ihrer Einfachheit. 

Sie stützt sich auf die nachfolgenden Sätze: In jeder imaginären Ebene 
liegt eine reelle Gerade, durch jeden imaginären Punkt geht eine reelle Gerade. 
Irgend eine beliebige Gerade des Raumes hat entweder keinen reellen Punkt, 
oder einen, oder zwei (und dann unendlich viele), und demnach unterscheidet man 
imaginäre, punktirte und reelle Gerade. Durch jeden imaginären Punkt des 
Raumes lässt sich eine reelle Gerade legen, es giebt also unendlich viele 
reelle Geraden, welche eine imaginäre Gerade treffen. Seien ^1, ^29 9i drei 
von diesen Geraden, so werden sich keine zwei derselben begegnen, denn 
würden sich z. B. gi und ^2 treffen, so musste g in der reellen Ebene ^1^2 
liegen und dann einen reellen Punkt haben, was wider die Voraussetzung ist. 
Es folgt nun, dass jede beliebige reelle Erzeugende des Hyperboloids ^i^2^3? 
welche mit diesen Geraden derselben Schaar angehört, g trifft. Es ist also 
leicht, durch g ein reelles Hyperboloid zu legen. Uebrigens geht durch jeden 
reellen Punkt des Raumes ein solches Hyperboloid, da durch jeden reellen 



') Ä. a. O.; seclistes und siebentes Kapitel. 
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Punkt des Raumes eine reelle Gerade geht, welche g schneidet*). (Ein 
reeller Punkt p bestimmt nämlich mit g eine Ebene, die stets eine reelle, 
durch p gehende und g schneidende Gerade enthält. Diese mit zwei anderen 
reellen g schneidenden Geraden bestimmt das verlangte Hyperboloid.) 

Wenn auf der reellen Fläche dritten Grades F3 eine imaginäre Gerade 
g liegt, so kann durch g ein reelles Hyperboloid gelegt werden, das die F3 
ausser in g noch in einer Raumcurve fünften Grades C5 trifft, von welcher 
unendlich viele Punkte reell sind, da auf jeder reellen Erzeugenden von H^ 
wenigstens ein reeller Punkt von F3 liegt. Es giebt also Ebenen, welche 
wenigstens drei reelle Punkte von C5 enthalten. Eine solche schneidet aber 
aus C5 noch einen reellen Punkt aus, da diese Ebene aus F3 eine reelle Curve 
dritten Grades und aus H2 ein^n Kegelschnitt ausschneidet, von deren Durch- 
schnittspunkten eine gerade Anzahl reell ist. Es giebt demnach unendlich 
viele Ebenen, welche die C5 in einem imaginären und vier reellen Punkten 
treffen, und dies ist nicht anders möglich, als wenn C5 in eine C4 und eine 
imaginäre Gerade zerfällt. Enthält also eine reelle Fläche F3 eine imaginäre 
Gerade, so ist ausser dieser einen noch eine andere vorhanden. 

Durch jeden imaginären Punkt einer punktirten Geraden g' lässt sich 
eine reelle Gerade legen, und alle diese Geraden liegen in einer und der- 
selben reellen Ebene. Liegt g' auf einer reellen Fläche dritten Grades F3, 
so wird die durch g' mögliche reelle Ebene die F3 in g' und in einem Kegel- 
schnitte treffen, der die Eigenschaft hat, dass jede in seiner Ebene gelegene 
reelle Gerade mit ihm einen reellen und einen imaginären Punkt gemein hat. 
Dies ist nur dann möglich, wenn er in eine reelle und eine punktirte Gerade 
zerfällt, welche letztere mit g' den reellen Punkt gemein hat. 

Es folgt daraus, dass, wenn auf einer reellen Fläche dritten Grades 
eine reelle Gerade und eine punktirte so gelegen sind, dass der reelle Punkt 
der letzteren auf der ersteren sich befindet, dann nothwendig drei Geraden 
der Fläche durch einen und denselben Punkt laufen. 

X. 

Wenn das Flächenbundel, in Bezug auf welches die conjugirten Pole 
untersucht werden, reell, d. h. durch drei, nicht demselben Bäschel zugehörige 



*) Die säraratlichen reellen Geraden, welche einer imaginären Geraden begegnen, 
;ehören einem Strahlensystem ersten Grades und erster Klasse an; durch jeden reellen 
^unkt geht^ in jeder reellen Ebene liegt eine Bolche Gerade. 
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reelle Flachen zweiten Grades bestimmt ist, so gehört zn jedem reellen Punkt 
ein reeller conjugirter Pol, zu jeder reellen Geraden g eine reelle Raumeurve 
dritten Grades C, , und zu jeder reellen Ebene E eine reelle «Fläche dritten 
Grades F3. Es folgt daraus allerdings nicht die Realität der Quadrupelcurve 
Cq^ aber doch, dass die allfälligen imaginären Schnittpunkte der Cq mit einer 
beliebigen reellen Ebene paarweise conjugirt sind. In der That, wenn man 
das reelle Flächenbüschel betrachtet, welches einem reellen Ebenenbüschel mit 
der Axe g entspricht, so findet man, dass dasselbe durch eine willkürliche 
Ebene E in einem reellen Curvenbüschel dritten Grades geschnitten wird, von 
dessen neun Grundpunkten wenigstens einer reell ist, während die übrigen 
paarweise conjugirt sind. Von diesen neun Grnndpunkten fallen drei auf den 
Durchschnitt der reellen g entsprechenden C3 mit E, der entweder aus drei 
reellen Punkten, oder einem reellen und zwei conjugirten Punkten besteht. 
Die übrigen sechs Punkte, offenbar die s^ welche Cq mit E gemein hat, sind 
also paarweise conjugirt, insofern sie nicht reell sind. 

Einem reellen Punkte s entspricht nolh wendigerweise eine reelle Gerade 
Gy während einem imaginären s eine imaginäre G zugehört, denn wäre auf 
derselben ein reeller Punkt vorhanden, so müsste demselben ein reelles s 
entsprechen. 

In Bezug auf die s haben wir also folgende vier Fälle zu unterscheiden : 

I. alle s sind reell; 

II. vier s sind reell und zwei conjugirt imaginär; 

III. zwei s reell und zweimal zwei conjugirt imaginär; 

IV. dreimal zwei s sind conjugirt imaginär. 

Jedem dieser Fälle entspricht in der That in Bezug auf die Realität 
der Geraden eine besondere Gattung von Flächen dritten Grades, wie voraus- 
gesehen worden ist, und wie die genauere Betrachtung zeigen soll. 

ad I. Da die s alle reell sind, so sind die Verbindungsgeraden der- 
selben zu zweien so wie auch die Kegelschnitte, welche je fünf von ihnen 
enthalten, reell und demzufolge alle 27 Geraden der Fläehe reell. 

ad II. Es seien «1, «29 ^39 ^4 reell und die beiden übrigen ^5 und ^0 
conjugirt imaginär, dann sind auch 61, 629 ^s? G^ reell und G^ und Gq ima- 
ginär. Von den 15 Geraden /^^^ sind offenbar reell: /12, /u, /u, (>3, ^«^ ^^ 
/se (letztere, weil Ss und Sq als conjugirte Punkte in E durch eine reelle Gerade 
verbunden werden können). Es ist auch leicht zu sehen, dass diejenigen 
Geraden, welche den Kegelschnitten «(56123), «(56124), «(56134), «(56234) 
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. redl 5ÜmI. da diese Reditit nur von der Realitdt der Ke^el- 
Kuntte abhiBcL Mm kjui aber, weil «5 nnd Sq conjugirt sind, dieselben als 
Doppelpukte ewes reelleo PnktsTstens aufTassen, so dass jeder der genannten 
Kefeisckaitte dvreh drn reeOe Pnkte und ein reelles Punktsystem bestimmt, 
ad deskalb selWr reell ist. Wire anch der Kegelschnitt «(12345) reell, so 
■«s5te derselbe dvck s« sehea. was ausgeschlossen ist; aus demselben Grunde 
ist s 12^46 LBagiaar. Von den Geraden g sind also ^1, ^2^ ^3? ^4 reell, 
g,. g. nickt. 

VoB dea nicht reeilen Geraden der vorliegenden Flfiche F3 kann keine 
einen reellea Paakt eathahen. Wäre z. B. ein reeller Punkt auf /js vorhan- 
den, so läge derselbe eatweder auf Gi oder 65 oder ausserhalb dieser beiden 
Geradea. Das letilere ist nicht möglich, denn einem solchen Punkte wärde 
in £ ein reeller« aicbl mit «| tusammenfallender Punkt entsprechen, der mit 
s, eine reelle Gerade «ij;» bestimmen würde, was nicht möglich ist, da sonst 
^•. auf iwei reellea Geraden SiS^. s^St, läge. Auf 65 kann der angenommene 
reelle Pmakt aicbt liegen, denn G^ enthalt überhaupt keinen reellen Punkt, also 
wire aar deakbar« dass G^ und /15 einen reellen Punkt gemein hätten. Nach 
den Scblasssalae voa 13l. würden dann drei Geraden der Flftche durch den- 
selben Punkt j^4iea. was aber im allgemeinen nicht statt findet. Aus dem- 
selbea Gniade bat auch keine der andern Geraden, sei sie / oder g, einen 
reellen Punkt Die Gattung II. hat also 15 reelle nnd 12 imaginfire Gerade. 

ad 11t JTi und »2 sind reelL Sy und «4« «5 und s^ conjugirt imaginär. 

Die Geraden (ri, G^ sind reelL die übrigen G imaginär. Die Kegel- 
sckuilte «,H456r und jt ^34563' sind reell« also ^1 und ^2 ebenfalls. Von 
den Abrigen durch je f&nf der sechs s möglichen Kegelschnitte hat jeder nur 
die beiden reellen Paakle $ und ».^ nnd ist im Uebrigen imaginär, demzufolge 
sind auch y,t. jfo 9^« jl^ iaiaginir Von den 15 Verbindungsgeraden der s sind 
reell: *!*,% ft**^ «^j^* s\^ dass ihnen die drei reellen Geraden /«, l^^ ^g ent- 
sprechen Di^ Geradea 1^. 1^^ 1^. l^^ A3, ^h^ As^ kß sind imaginär, weil 
ihre Abbildaa^^ea aaf K aasser resp. a« und $i keinen reellen Punkt haben. 
Wm den Gerade« <^ and U- /» and U kaben die beiden ersten einen reellen 
INiakI ^«eui. ebew« die beiden leUlen. weil in dem vollständigen Viereck 
it|><$ sAMMtliche l)ii«\>Mlf«Kkle reell sind. Die Gattung III. enthält also 
T ree«^ Itci i*M«uiire aad 4 paakttrie Gerade. 

ad lY. 4\ »nJl *t% ^ «^ *%- * "^ ^ ^^^ conjugirt imaginär. 

Aft^ <j «M JMuyiitr KtiMT der Kegelschailte durch fünf der s hat 
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einen reellen Punkt, also sind ancb alle g imaginär. Den reellen Geraden 
«i«2, «3^4, 8sS^ entsprechen drei reelle Gerade /(^^ ^^ ^g* J^de der übrigen 
der 15 Verbindungsgeraden der e hat, als in einer reellen Ebene liegend, 
einen reellen Punkt, der mit keinem der s zusammenfdllt, also ist die ent- 
sprechende Gerade auf F3 punktirt. Die Gattung IV. enthält demnach 3 reelle, 
12 imaginäre und 12 punktirte Gerade. 



XI. 

Aus den allgemeinen in dem Vorhergehenden behandelten Resultaten 
lassen sich durch Specialisiren einestheils des Flächenbfindels, anderntheils der 
Ebene E^ für deren Punkte die conjugirten Pole bestimmt werden, mannig- 
fache Sätze ableiten, welche namentlich einen genaueren Einblick in die Be- 
schaffenheit derjenigen Flächen dritten Grades gestatten, welche Doppelpunkte 
haben. Hier soll, um Weitläufigkeilen zu vermeiden, nur das Flächenbündel 
gewissen Bedingungen unterworfen werden, während die Lage der Ebene E 
völlig willkürlich gelassen wird. 

In VII. ist die nähere Bestimmung der Quadrupeicurve Cq eines Flächen- 
bfindels unter der Voraussetzung gegeben worden, dass für keinen Punkt des 
Raumes die sämmtlichen Polarebenen in Bezug auf die Flächen zweiten Grades 
des Bändels zusammenfallen. Wird diese Bedingung aufgehoben und die ganz 
specielle Annahme gemacht, dass die sämmtlichen Flächen des Bändels ein 
gemeinsames Quadrupel haben, so zeigt es sich, dass die C^ in die sechs Kanten 
dieses Quadrupels zerfällt. Werden dieselben durch eine Ebene E geschnitten, 
und wird die ihr entsprechende F^ untersucht, so ergiebt sich zunächst, dass die 
Punkte s die Ecken eines vollständigen Vierseits bilden, also viermal zu je 
dreien auf einer Geraden sich befinden, während die Geraden G aus den 
Kanten des Quadrupels bestehen. Wird «^ von einer dieser Kanten ausge- 
schnitten, so ist Gl die dieser Kante gegenüberliegende. Die Geraden G sind 
alao nicht mehr windschief gegeneinander, sondern treffen sich zu je dreien 
in den Ecken eines Quadrupels, die demgemäss Doppelpunkte der F^ sind. 

Die Geraden g entstehen aus den Kegelschnitten, welche je fünf der 
Grundpunkte enthalten. Sei «(12345) ein solcher Kegelschnitt, so zerfällt 
derselbe in zwei Gerade, von denen jede drei der Punkte a enthält, und 
einer solchen Geraden entsprechen auf Fi einfach die den auf ihr liegenden 
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Punkten s zagehörigen Geraden 0^ demzufolge coincidiren in nnserm Falle 
die g und G. Was nun noch die Geraden / betrifft, so ist zu unterscheiden, 
ob die entsprechende Gerade in E zwei gegenäberliegende # verbindet, oder 
aber zwei, die auf einer Seite des Vierseits der s liegen. Im ersten Falle, 
der dreimal eintritt, erhfilt man eine neue Gerade der F3, im zweiten Falle 
aber treten nur die bereits bekannten Geraden G auf. Um die Uebersicht zu 
erleichtern, nehmen wir an, dass von den sechs Funkten s je auf einer 
Geraden liegen: 123, 156, 246, 345, so dass im Vierseit 123456 die Ecken 
1 und 4, 2 und 5, 3 und 6 gegenäberliegende sind. Es befinden sich dann 
auf F3 die Geraden: 

Ol = 0^4 = (m = ^o; <?, = grg == /i3 = /4c; Ö3 = Sfe = /n = ^; 

Ö4=»S'| = 46 = 45; Os=g2 = lM — li6; G6 = ^3 = /l6 = t4; 

•14 ; ks'i hß* 

Jede der sechs Kanten des Quadrupels ist also viermal als Gerade der 
F3 zu zfihlen, jede der drei übrigen Geraden aber nur einmal, wie bereits 
anderweitig bekannt ist. — Da ein gemeinschaftliches Quadrupel zweier reellen 
Flächen zweiten Grades entweder vier reelle, oder zwei reelle und zwei con- 
jugirt imaginäre, oder zweimal zwei conjugirt imaginSre Punkte hat, so ist 
klar, dass man leicht die auf die hier angegebene Weise zu erzeugenden Flächen 
dritten Grades mit vier Doppelpunkten nach der Realitfit dieser Doppelpunkte in 
drei Gattungen theilen kann, was hier nicht weiter ausgeführt werden soll. 

Eine einfache Construction derFlftche dritten Grades mit vierDoppel*- 
punkten beruht auf nachfolgenden Betrachtungen: 

Vier nicht in einer und derselben Ebene gelegene Punkte 0, b, e, d 
sollen zu einem windschiefen Vierseit verbunden Verden, in welchem a and e, 
h und d gegenOberliegende Ecken, da^l und bc ^ Hl, ab^lV und ed^H 
gegenDberliegende Seiten sind. Man kann nun in Bezug auf dieses Vierseit 
jeder Ebene E einen in ihr liegenden Punkt p so zuordnen, dass, wenn 1, 3, 
8, 4 die Durchschnitte von E resp. mit I, 11^ III, IV sind, dann der gesuchte 
Punkt p der Schnitt der Geraden 13 und 24 ist. Es ist umgekehrt leicht, sa 
dem Punkte p die Ebene E zu construiren, indem man einfech die beiden 
Geraden legt, welche von p ausgehen und resp. / und lll, 11 und IV schnei- 
den, diese Geraden bestimmen die Ebene E voUstindig. Als Ausnahmefälle 
sind diejenigen zu betrachten, wenn E eine Kante des Tetraeders abed ent- 
hält, oder mit einer Seitenfläche desselben zusammenfällt, und wenn p aof 
einer Kante liegt, oder in eine Ecke desselben fällt. 
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Die besprochene Fläche wird nun erzeugt, indem man den Punkt p fOr 
alle durch einen Punkt P gehenden Ebenen E construirt. Dies wArde zu«^ 
nichst daraus folgen, dass wenn E sich um eine Gerade G dreht, dann der 
Punkt p die Raumcurve dritten Grades durchlftufl, welche der partielle Schnitt 
der Hyperboloide ist, die resp. durch die Geraden I, III, G und II, IV, G be- 
stimmt sind; anderntheils ergiebt sich das gesuchte Resultat als specieller Fall 
der dritten Steinerschen Erzeugungsart der Flachen dritten Grades. In der 
That, wenn E eine durch P gehende Ebene, p der ihr zugehörige Punkt 
ist, so kisst sich durch das windschiefe Vierseit ////// /K und durch p ein 
Hyperboloid legen, fOr welches E eine Tangentialebene ist (denn E schneidet 
dasselbe in zwei Geraden); demzufolge liegt p auf dem Ort der Berfihrungs«* 
punkte aller von P ans an das Hyperboloidenbäschel möglichen Tangential- 
ebenen, und dieser Ort ist nach der angegebenen Steinerschen Erzeugungsart 
wirklich eine Fläche dritten Grades. Dass umgekehrt alle Punkte dieses Ortes 
auch Punkte p sind, lisst sich leicht zeigen, ebenso, dass die Kanten des 
Tetraeders abcd ganz dem Orte von p angehören, woraus folgt, dass derselbe 
eine Fläche vom dritten Grade mit den vier Doppelpunkten a, b, c, d ist. 

Die übrigen drei Geraden der Fläche bestimmen sich wie folgt: durch 
P lege man die zugehörige Ebene E^ so schneidet dieselbe das Vierseit 
III IUI V in einem Viereck 1234, dessen Diagonaldreiseit ganz auf F^ liegt. 
Eine Seite dieses Dreiseits ist nämlich die Polare des Punktes P in Bezug 
auf das vorhin erwähnte Hyperboloidenbäschel und gehört deshalb der F^ an, 
die beiden anderen aber enthalten den auf F^ enthaltenen Punkt P und schneiden 
zudem je drei der Geraden der Fläche. 

Schliesslich sei bemerkt, dass durch eine ganz ähnliche Gonstruction die 
Sfotnersche Fläche dritter Klasse und vierten Cfrades hergestellt werden kann. 



xn. 

Wenn von den acht Schnittpunkten dreier Flächen zweiten Grades 
sieben auf einer irreductibeln Raumcurve dritten Grades C^ liegen, so befindet 
sich der achte ebenfalls auf (^ , und das durch die acht Schnittpunkte bestimmte 
Fläohenbändel zweiten Grades besteht aus den sämmtlichen Flächen zweiten 
Grades, welche durch C3 gelegt werden können. Der Ort der Mittelpunkte 
aller im Bändel enthaltenen Kegel, mit anderen Worten die Quadrupelcurve 
des Bändels, reducirt sidi demnach auf C^. Gonjogirte Punkte in Bezug aqf 

28* 
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das Bändel können leicht construirt werden, zu p findet man den zugehörigen 
Pi, indem man durch p die doppeltschneidende Gerade der C^ zieht, welche 
mit Cs die Punkte Si und 82 gemein haben mag; der gesuchte Punkt pi ist 
dann der vierte harmonische, dem p zugeordnete Punkt in Bezug auf Si und 
«2* Zu jedem Punkte p im Raum giebt es im Allgemeinen stets einen, aber 
auch nur einen Punkt p^; die einzige Ausnahme bilden die Punkte der C^: 
jedem derselben entspricht die zugehörige Tangente der €3. 

Bewegt sich p auf einer Geraden g, die C^ nicht schneidet, so be- 
schreibt pi eine Raumcurve dritten Grades c^ , welche, da g und die Tangenten- 
flfiche von C3 sich in vier Punkten treffen, mit €3 nothwendig vier Punkte 
gemein hat. — Wenn aber g mit C3 einen Punkt s gemein hat, so zerfftllt 
die zugehörige c^ in die Tangente, welche in « an C3 gelegt werden kann, 
und in ein Gebilde zweiten Grades. Zunächst ist klar, dass dasselbe auf dem 
Hyperboloide H^ liegt, welches durch g und C3 möglich ist, denn sämmtliche Er- 
zeugende von ^2 9 welche g treffen, sind doppeltschneidende Geraden der C3. 
Ferner bestimmt g mit dem Kegel, welcher durch C3 geht und s zum Mittel- 
punkte hat, eine Polarebene, in der das gesuchte Gebilde ebenfalls enthalten 
sein muss, demzufolge ist es der Schnitt dieser Ebene mit H^^ also ein Kegel- 
schnitt, welcher $ enthält und C3 ausser in s noch in zwei anderen Punkten 
trifft. — Haben g und C3 zwei Punkte Si und S2 gemein, so zerfällt C3 is die 
Gerade ^1^2 nnd die beiden Tangenten, welche in Si und s^ an C3 gelegt 
werden können. Ist schliesslich g selbst eine Tangente der C3, so besteht 
die ihr zugehörige C3 aus dieser nämlichen Tangente dreifach gelegt. 

Aus den bereits abgeleiteten allgemeineren Sätzen ergiebt sich, daaa 
wenn p eine Ebene durchläuft, die der C3 gegenüber keine singulare Lage hat, 
dann pi eine Fläche dritten Grades beschreibt. Dasselbe Resultat hätte man 
auch in nachfolgender Weise erhalten können: Seien «1, «2, s^ die Durch- 
schnittspunkte von E mit C3, dann findet man den Ort des Punktes pj, in- 
dem man einfach den Ort der entsprechenden Gebilde fflr sämmtliche durch 
den Punkt Si gehende und in E liegende Geraden bestimmt. Jeder solchen 
Geraden g entspricht zunächst die Tangente in Si an C^ und dann ein Kegel- 
schnitt, der in der vorhin angegebenen Weise als Durchschnitt einer Ebene e 
mit einem Hyperboloid H2 hergestellt werden kann. Dreht sich nun ^ in JE 
um «1, so beschreibt e ein Ebenenbäschel und H^ ein zu dem Ebenenbfiaehel 
projectivisches Hyperboloidenbäschel mit einer Grundcurve, die aus Cy und 
der Geraden SiS^ besteht; der jeweilige Durchschnitt bewegt sich also, wie diie 
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zweite Sleinersehe Erseugungsweise der FKohen dritten Grades lehrt, in einer 
Fläche dritten Grades F3. 

Es ist jetzt zu untersuchen , ob auf dieser Fläche auch Geraden vor- 
handen seien und wie viele? — Da «1, «29 ^3 auf C^ liegen, so gehören die 
Geraden «2^3? ^3^1? ^1^2 ^^^ Fläche F3 an, ebenso liegen die in «t, «2? ^3 ^n 
C3 möglichen Tangenten /|, ^29 h auf F3, so dass also durch jeden der Punkte 
s drei nicht in derselben Ebene liegende Geraden der F3 gehen, d. h. diese 
hat die drei Punkte s zu Doppelpunkten. Weitere Geraden der F3 ergeben 
sich wie folgt: In Bezug auf den Kegel durch F3 mit dem Mittelpunkte ^1 hat 
die Ebene E eine bestimmte durch ^j gehende Polgerade ;^|, die auch auf F3 
liegt, und der in 3 ein ganz bestimmter Kegelschnitt entspricht, welcher die 
Punkte «i, 82'i «3 enthält; ähnlich findet man noch fflr 82 und ^3 die Geraden 
^2 und ^3. Es zeigt sich ferner, vermittelst eines Verfahrens, welches man 
bequem der zweiten Steinerschen Erzeugungsart der Flächen dritten Grades 
entnimmt, dass auf F3 in den Ebenen /,y,, t^y^^ t^y^ noch je eine Gerade — 
A^ ßi'i ßz ~ Wögt, deren Bild in E eine resp. durch «1, «29 «3 gehende Gerade 
ist, so dass also auf F3 zwölf Geraden nachgewiesen sind, ausser welchen keine 
weiteren auf der Flache enthalten sein können, wie sich sofort zeigen wird. 

In Bezug auf die C3 entspricht einer beliebigen Ebene E eine Fläche 
dritten Grades F3, einer zweiten Ebene E' gehört eine Fläche F3 zu. Nun 
schneiden sich F3 und F3 in einer Raumcurve neunten Grades, welche aber 
zerfällt, und zwar in die C3, welche der Schnittgeraden g von E und E' ent- 
spricht, und in eine Raumcurve sechsten Grades Cq. Diese C^ kann nichts 
anderes sein, als die Quadrupelcurve C^ doppelt gelegt, so dass also die sämmt- 
liehen Flächen dritten Grades, welche durch Ebenen erzeugt werden, sich 
längs C3 berühren, d. h. C3 und eine andere, in jedem ihrer Punkte ihr un- 
endlich nahe gelegene Raumcurve dritten Grades C3 gemein haben. 

Durch diese Bemerkung ist man in den Stand gesetzt, sofort nach VIII. 
die auf der hier betrachteten Fläche dritten Grades F3 gelegenen Geraden 
abzuleiten. Denn seien «4, «5, ^^ die Durchschnittspunkte von Ci mit E^ welche 
resp. den Punkten «1, «29 ^3 unendlich nahe liegen, so dass immerhin die 
Geraden SiS^^ «2^59 ^3^6 oine bestimmte Richtung behalten, so bilden diese 
sechs Punkte zusammen die in VII. und VIII. näher definirten Grundpunkte s. 
Von den sechs Geraden G (um die dort eingefDhrte Bezeichnung beizubehalten) 
rücken also dreimal zwei zusammen: 

Gl = ^49 62 = ^5^ 63 = ög. 
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Ebenso leicht ist einzusehen, dass auch von den sechs Geraden g je zwei 
zusammenfallen, also: 

Für die Geraden / ergiebt sich die Tabelle: 

fö = (?6 = »M = ^ö? ^1 = fsi = »34 = (s4 9 »12 = »15 = •« = »45 1 

•14 ; ^5? hß' 

Jede der drei Geraden s^Si^ s^Si^ SiS^^ wie sie vorhin genannt wurden, 
muss also viermal gezählt werden, jede der Geraden /i, /}? ^; T^m Ti^ 7^ 
doppelt und jede der Geraden /^i, /?2^ A einfach, d. h. die Fläche dritten 
Grades mit drei Doppelpunkten, welche hier erzeugt worden ist, hat 3 qua- 
ternftre, 6 binäre und 3 unäre Geraden *). 



XIII. 

Wenn ein allgemeines Flächenbfindel zweiten Grades fest bleibt, wäh- 
rend die zu ihm in die bekannte Beziehung gesetzte Ebene nach und nach 
jede beliebige Lage annimmt, so entstehen unendlich viele Flächen dritten 
Grades, welche sämmtlich die Quadrupelcurve C^ des Bändels enthalten, und 
von denen eine Einzelne erst dann bestimmt ist, wenn von ihr noch drei von 
einander unabhängige Punkte gegeben sind. Ein Complex von Flächen, wel- 
cher dreifach unendlich ist, heisst ein Netz, so dass also durch ein Flächen- 
bfindel zweiten Grades ein Netz von Flächen dritten Grades bestimmt ist. 

In einem Flächennetz giebt es unendlich viele Flächen, welche einen 
Doppelpunkt haben, und der Ort derselben bildet eine Fläche, welche man 
als die Kemfläche des Netzes bezeichnen kann. Analytisch ist dieselbe leicht 
herzustellen^ da man, um ihre Gleichung zu finden, nur die Jaco6ische Deter- 
minante für irgend vier von einander unabhängige Flächen des Netzes sn 
bilden und gleich Null zu setzen hat. Es ergiebt sich ohne Weiteres, dass fflr 
ein Netz von Flächen dritten Grades die Kernfläche vom achten Grade ist. 

Ffir dasjenige Netz, welches durch ein Flächenbfindel zweiten Grades 
bestimmt ist, lässt sich aber auf rein geometrischem Wege die Kernfläche mit 



*) Sturm, a. a. O. No. 120. 
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^sster Leichtigkeit bestimmen. Die Qnadrupelcurve Cq des Bändels hat 
ntmlich die Eigenschaft, dass von irgend einem im Ranme beliebig gewählten 
Punkte aus sieben geradlinige Strahlen gehen, welche dieselbe in zwei Punkten 
treffen, d. h. die C^ hat sieben scheinbare Doppelpunkte. Wenn jetzt ein be- 
liebiger Punkt p des Raumes Doppelpunkt einer durch C^ gehenden F^ wäre, 
so mflssten doch die sieben durch p gehenden doppeltschneidenden Geraden 
der Co der F^ angehören, was aber nicht möglich ist, weil von einem Doppel- 
punkte der F3 aus höchstens sechs Geraden derselben gehen können. Soll 
aber p wirklich ein Doppelpunkt sein , so mässen mindestens zwei der von 
Ihm ausgehenden doppeltschneidenden Geraden der Cq zusammenfallen, d. h. 
p muss auf einer Geraden liegen, welche mit C^ drei Punkte gemein hat. 
Alle diese Geraden aber bilden, wie am Schlüsse von VIII. gezeigt wurde, 
eine geradlinige Fläche vom achten Grade, welche demnach die Kernfläche 
des Netzes ist. 

Es knäpfen sich an diese Betrachtung die nachfolgenden- Fragen, auf 
welche aber hier nicht eingegangen werden soll: 

Wie sind die Flächen des voriiegenden Netzes beschaffen, welche zwei 
oder drei Doppelpunkte haben, resp. wie liegen diese Doppelpunkte? Wie 
viele Flächen mit drei Doppelpunkten sind in dem Netz enthalten? 

Welches ist die Fläche, welche von den Ebenen umhällt wird, die mit 
dem vorliegenden FlächenbOndel zweiten Grades eine Fläche dritten Grades 
mit einem Doppelpunkt bestimmen? Welches ist die abwickelbare Fläche, 
welche von den Ebenen gebildet wird, die Flächen F3 mit zwei Doppelpunkten 
bestimmen? Welche gegenseitige Beziehungen haben die Ebenen, welche 
Flächen F3 mit drei Doppelpunkten ergeben? 



XIV. 

Ein merkwärdiges specielles Netz von Flächen dritten Grades wird 
durch vier gegen einander windschiefe und von einander unabhängige Geraden 
/, //, in, IV bestimmt. Jede F3, auf welcher die vier Geraden liegen, ent- 
hält auch noch diejenigen beiden Geraden 1 und 2 (dieselben sind quadratisch, 
d. h. mit räumlichem Zirkel und Lineal zu finden), von denen jede die vier 
ursprfinglich gegebenen schneidet, und so hat man ein Netz von Flächen 
dritten Grades mit einer Grundcurve sechsten Grades, die aus sechs Geraden 
besteht. Eine einzelne Fläche des Netzes wird erst bestimmt, wenn von ihr 
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noch drei weitere von einander onabhftBgige Punkte gegeben sind^ denn die 
vier Geraden legen der F^ nur 16 Bedingungen auf, wdlirend bekanntlich zu 
deren Bestimmung 19 Bedingungen erforderlich sind. 

Es soll jetzt diejenige der Flächen des Netzes bestimmt werden, welche 
durch die Punkte pi, p2^ p^ geht. Die Ebene e dieser Punkte schneide die 
Geraden 1, 11^ IH, IV resp. in den Punkten »j, su, Suj, Snr und die Geraden 
1 und 2 resp. in s^ und «29 so geht durch die neun Punkte s und p eine 
ebene Curve dritten Grades C^, welche ganz der gesuchten Fläche F3 angehört, 
und zwar ist es möglich, beliebig viele Punkte dieser Curve mittelst des 
Lineals allein zu construiren. — Durch die drei Geraden //, ///, lY ist ein 
Hyperboloid H2 bestimmt, welches ^3 in drei weitern Geraden trifft, von denen 
zwei die Geraden 1 und 2 sind. Die dritte ergiebt sich, indem man den* 
jenigen Durcbschnittspunkt des in e gelegenen Kegelschnitts von H^ mit C^ 
sucht, welcher keiner der Punkte s ist; durch diesen auf linealem Wege 
construirbaren Punkt geht dann eine Gerade ^1, welche //^ /// und lY gleich- 
zeitig schneidet, und welche demzufolge der F, angehört. In ähnlicher Weise 
findet man auf den Hyperboloiden (/// lY /), {lY I II), (/ // ///) noch drei 
neue Geraden ^21 93? 9\ ^^^ ^39 ^0 dass also von derselben bereits 10 Ge- 
raden bekannt sind. Von diesen bilden 1, 2, ^1, g^^ ^39 9a die Hälfte einer 
ScAto/Itsohen Doppelsechs. Es zeigt sich nun, dass die Construction der 27 
Geraden der F3 in diesem Falle nur die Lösung einer quadratischen Gleichung 
erfordert, während die Construction der 27 Geraden einer durch 19 ihrer 
Punkte gegebenen F3 auf eine Gleichung sechsten Grades fahrt. Es ist übrigens 
klar, dass die Construction der F3 unter den hier angenommenen specielien 
Bedingungen sich auch leicht vermittelst der Grassmannschen Erzeugungsart 
ausführen lässt, da ja die projeclivische Beziehung dreier die Fläche erzeu- 
genden EbenenbQndel, deren Mittelpunkte die Punkte p sind, unmittelbar ge- 
geben ist. 

Man kann für das betrachtete Netz die Kernfläche sofort bestimmen. 
Wäre ein beliebig im Räume gelegener Punkt Doppelpunkt einer Fläche des 
Netzes, so könnte man auf dieser sofort sieben durch den Punkt p gehende 
(ieraden angeben, von denen secbif die Schnittlinien der Ebenen sind, welche 
man durch p und je eine der Geraden ly II y III , lY legen kann, während 
die siebente^ von p ausgehend, noch die Geraden 1 und 2 trifft, was ein Wider- 
spruch Ist. Dieser Widerspruch wird gehoben — und nur dann kann 71 ein 
Knotenpunkt der F^ sein, wenn p auf einem der HyperbolQide Uegt, welche 
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durch irgend drei der Geraden I, 11, III, IV gelegt werden können, d. h. 
die Kemfläche des Netzes besteht ans vier Hyperboloiden. 

Anmerkung. Die vorliegende Abhandlung war im Manuscripte be- 
reits vollkommen beendigt, als der erste Theil der Preisschrift des Herrn 
Cremona Aber Flächen dritten Grades erschien (Bd. 68 dieses Journals, Heft 1). 
Dieselbe konnte demnach nicht benutzt und im Literaturnachweise aufgeführt 
werden, obschon einzelne Sätze, welche sie enthält, auch in den hier gege- 
benen Entwicklungen sich finden. — 

ZOrich, den 9. Jan. 1868. 
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lieber einige bestimmte Integrale. 

(Von Herrn H. Weber in Heidelberg.) 



±J\e Integrale, mit welchen sich der vorliegende Aufsatz beschäftigt, 
enthalten die Besselschen Functionen J^^^ {z) von beliebiger Ordnung und bilden 
insofern eine Verallgemeinerung der von Herrn UpschiU gefundenen Inte- 
grale *) und eine Erw eilerung der durch die Resultate von Herrn Lipschitz dar- 
gethanen Analogie dieser Functionen mit den trigonometrischen Functionen, 
wiewohl einige der von mir gefundenen Integrale ihr Analogen unter den 
trigonometrischen Functionen nicht finden. Die Methode, durch welche man 
zu diesen Integralen gelangt, beruht auf der Anwendung einer merkwürdigen 
Formel, welche den Werth eines dreifachen Integrals angiebt, welches eine 
beliebige nur gewissen Steligkeitsbedingungen unterworfene Lösung einer par- 
tiellen DilTerentialgleichung enthält. Auf diese Formel wird man naturgemäss 
geführt durch eine sehr einfache physikalische Betrachtung: Ist nämlich in 
einem allseitig unbegrenzten Medium eine beliebige anfängliche Temperatur- 
vertheilung ^P{xyz>) gegeben, so erhält man mit Hülfe des bekannten Lop/ace- 
sehen Integrals das Gesetz der Bewegung der Wärme, d. h. die Lösung der 
DilTerentialgleichung : 

du _ öUi d*u d^u 

in der Form: 

4-00 +x -fx 

Nimmt man aber an, die Function 4*{xyz) sei so beschaffen, dass sie 
mit ihren ersten Dilferentialquotienten im ganzen unendlichen Raum stetig ist 
und gleichzeitig der Differentialgleichung 

genügt, so erhält man eine Lösung der Wärmegleichung, welche gleichfalls 
der Bedingung dos Anfangszustandes genügt, in der Form: 

***) H(l. IM dioHOB Journals. 
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Giebt man nun zu, dass die Wärmeprobleme auch für unbegrenzte Medien bei 
gegebenem Anfangszustand immer nur eine einzige Lösung isulassen, so müssen 
unter der über gemachten Voraussetzung die beiden Ausdrücke für u über- 
einstimmen^ woraus die oben erwähnte Formel folgen würde. 

Abgesehen davon aber, dass der Beweis der Eindeutigkeil der Wärme- 
probleme für unbegrenzte Medien meines Wissens noch nicht hinlänglich ge- 
führt ist, wäre ein directer Beweis dieser Formel auch darum wünschenswerth, 
weil dieselbe offenbar mit dem Wärmeproblem nichts zu thun hat und die 
Zeit nur als einen Paranjeter enthält. Da ausserdem der directe Beweis eine 
beträchtliche Verallgemeinerung der Formel zulässt, so werde ich zunächst 
mit einer anderen Ableitung derselben beginnen und dann die oben erwähnte 
Anwendung auf die Besselschen Functionen machen. 

§. 1 
Wenn man in der Gleichung: 

fi\ - 2* - d'0 d^ d'0 

[1.) m V - "öf""^ öv "^ ar 

Polarcoordinaten einführt, indem man setzt: 

jj— ^ = rsini9^sin(p, 

y —rj = r sin ö^ cos tp, 

» — ^ = rcos&y cosd = u^ 

so nimmt dieselbe nach bekannten Regeln die Form an: 

(2.) ^«,^* = _j_(r^_) + _((l-.^^)_)+^-^^ 

Legt man nun um den Mittelpunkt xyz mit dem Radius r eine Kugel- 
fläche, in deren Nähe die Function * mit ihren ersten Differentialquotienten 
als endlich, stetig und eindeutig vorausgesetzt wird, so lässt sich der mittlere 
Werth dieser Function auf dieser Kugelfläche finden. Setzt man nämlich 

CO = / l<Pdfid(p 

— I —TT 

und. berücksichtigt, dass: 

«=y>''^ii((*-''')f)+-r4^^!. ■ 

— 1 — 71 

weil nämlich der Voraussetzung der Eindeutigkeit zu Folge -^ — für (p=—n 

29* 
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und (p=^-\-n und denselben Werth von fi denselben Wertb annehmen mass, 
so erbilt man dnrcb Integration der Gleichung (2.) Aber die ganze Kugelflftche: 

I ^'^ "51- 
1 \ or 



— nicü = — ^ 



r" ^W 



oder 



woraus man durch Integration in Bezug auf r erhält: 

(3.) cü = — {^ sinmr + ^ cos mr}, 

wo die Constanten A^B nur noch von den Goordinaten xys des Mittelpunkts 
der Kugel abhängig sein können. Nimmt man nun an, dass die Function 4> 
die voransgesetzlen Stetigkeitsbedingungen im ganzen Innern der Kugelfläche 
erfülle, so mnss die Formel (3.) auch noch gültig sein für r = 0, und da (o 
für r = nicht unendlich werden soll, so muss B = sein. Setzt man nun 

r = 0, so wird 

lü,, = *(«fz)4ji; 
folglich : 



also: 



A = -^*(ay»), 



/ • \ 4« -^ / X Bin mr 

^4.) Ol = — -*(«y«)__ 



Diese Formel bleibt richtig, so lange man um den Punkt xyss Kugel- 
flächen legen kann« in welchen die Function 4» die oben genannten Stetig- 
keilsbedingungen nicht verlelit. Nehmen wir nun an, die Function ^ sei so 
beschaifen« da^s tw m ganzen unendlichen Raum die Stetigkeitsbedingungeu 
erfüllt« dass also der Hadius jener Kugel ins Unendliche wachsen kann, so 
können wir die Formel t,4.) zur Bestimmung des folgenden Integrals anwenden: 



» —i 



Kohrt lua» in diesem Integral Polarcoordinaten ein, was, so lange p reell und 
von vemohieden ist (oder wenn p^ imaginär sein sollte, so lange sein reeller 
Thi»il iioniliv ist), unbedingt erlaubt ist, indem man setzt: 

a-x :=rsini9sin9^ 

6— y =rsini9cosy^ 
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SO ergiebt sich: 

ao +1 +n 

ü —1 —TT 

und durch Anwendung der Formel (4.): 



OD 

Sl = — ^*(ajy»)/re"^''^* sin mr dir. 



u 

Nach einer bekannten Formel ist: 



und demnach: 

+« +00 -f 00 



/re"^*'^* sin mrrfr = -r^^^e *^* 
ü ^ 



(.6.) y y y*(a6c)e-p"«'-'>'+(*-^''+('^''"] <to rfi rfc = -^ e ^ * (xys). 



—00 —30 — QO 



Dies ist die in der Einleitung erwähnte Formel. Man bemerkt aber sofort, 
dass sich diese Formel noch bedeutend verallgemeinern Iflsst. 

Es lAsst sich nämlich genau dasselbe Verfahren anwenden auf das 
Integral : 



-j-X 4-00 +» 



J'fJ'^{ahc) (p {i{x-af+ (»-*)'+ {i-cf) dadbdc, 



— oo— 00 



worin (p eine beliebige Function bedeutet, welche an die einzige Bedingung 
geknäpft ist, dass das vorstehende Integral nicht nur convergent ist, sondern 
auch seinen Werth nicht ändert durch Einführung neuer Variabein und be- 
liebige Anordnung der Integrationsfolge. Unter dieser Voraussetzung gelangt 
man auf demselben V^ege wie oben zu der Formel: 

-f 00+00+00 

(7.) {-«-«-oo ^ 

= 4>{xyi)J r(p{r)smmrdir. 



Macht man z. B. Aber die Function ip die Annahme: 
M Iftsst sich das Integral auf der rechten Seite ausfahren. Es ist oimlich: 

OD 

/r*"^ e~"' sin mr dr 

u 
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der imaginäre Theil des Integrals: 

OD 

jr e ar -^ (e-^imf-P ' 






worin : 

und arctg zwischen —^n und +^7i zu nehmen ist; und demnach: 

X 

Jr'-" e-''sia mrdr = - /•(2-p).(f'+«»'j*^-'' sin (/>-2) arctg -^ 



1! 



. , ^. m 

8in(p— 2)arctg 

welche letztere Form gültig ist, so lange p zwischen 1 und 3 liegt, und auch 
dann noch besteht, wenn die hisher positiv vorausgesetzte Grösse « in 
Qbergeht. Demnach erhält man folgende Formel: 

4«» mf^,,r^ 8in(p-2)arctg — 

m lijp—'iy ^ ftiup« 

Ist die Function ^ und der Exponent p so beschaffen, dass das dreifache 
Integral auf der linken Seite bis e = inclusive eine stetige Function von 
€ ist, so kann in der vorstehenden Formel f = gesetzt werden, und es er- 
gebt sich: 

(O) /y T dadbdcOCabc) _ 2n^m^^ 

§. 2. 

Ich mache zunächst eine Anwendung der Formel (6.). Nimmt man 
an, es sei *(a6c) = *(a6) von c unabhängig, so geht dieselbe Ober in: 



-HC +» m< 

n 

7 



(10.) yy*(a6)e-*'«"-''>'+f'-*>'ldarf6 = -^c *^ 4»{xy). 



— 00 — X 



Ein specieller Fall der Function 0^ welche allen hier gestellten An- 
forderungen genügt und gleichzeitig nur von a^+ 6^ ="9^ abhängt, ist die 
Bessdsche Function Oter Ordnung: 

= /^">(mp), 
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welche der Differentialgleichang genagt: 

und welche ausgedrückt werden kann durch die stets convergente Reihe: 

oder durch das Integral: 

n 

J{&) = — /cos{ssBin(x))d(x). 

Setzt man diese Function in die Formel (10.) ein, setzt in derselben x = 0^ 
y = und transformirt das Integral auf Polarcoordinaten , so erhalt man die 
Formel : 



OD m' 



(11.) /(,e-*V/(o)(„^)rf^ = _Le *^"- 

Dieses bestimmte Integral scheint um so bemerkenswerther zu sein, als 
das demselben entsprechende Integral für die trigonometrischen Functioneq 
nicht in endlicher Form dargestellt werden kann. Insofern nämlich ()J'\mi}) 

OD 

eine ungerade Function ist, würde unserm Integral entsprechen: /e'"'''^'sinm(>rf(>^ 

was auf eine unvollständige /'- Function zurückkommt. 

Um dieses Integral zu verallgemeinern, geben wir zunächst die Vor- 
aussetzung auf, dass 4>{ab) allein von q abhängig sei. Setzt man, um Polar- 
coordinaten einzuführen: 

a = QCOS(p, x = rcos^qy 

b = Qsin(py ff=rsinqy 

so mu3S ^.der Differentialgleichung genügen: 



-m'* = _^+ + 



Nimmt man an, es sei: 

* = V{Acosh(p+B Bin h(p)^ 
wo V nun nur noch von (j abhängig ist, und h der Eindeutigkeit wegen eine 
ganze Zahl bedeuten muss, so erhält man für yp die Differentialgleichung: 

Diese Gleichung hat eine darcbaus stetige Lösung, nämlich die £e«»e/sche 
iPünction Ä'*' Ordnung: 



228 Weber, über einige bestimmte Integrale. 

wo J^^^{z) wieder durch eine immer convergente Reihe und durch ein be- 
stimmtes Integral ausgedrückt werden kann: 



• • • 



2.4...2A ( 2.2A4-2 ' 2.4.2Ä4-2.2A + 4 

n n 

= — /cos(Äsin9)—Ay) 1/^ = 7-0-^^ — jrz — j-* — /co8(»cosy)sin^'^yi/y. 

ü u 

Setzt man diese Function in die Gleichung (10.) ein, nachdem man das In- 
tegral auf Polarcoordinaten transformirt hat, so ergiebt sich: 

00 +71 

c-'^'^Ype-^V/CÄ) (,» p) rfp /e^p'-? ^« (9-9) (^ cos Ay + Ä sin Ay) rfy 

—71 

= JLe *pV(*>(mr)(^cosA5r+ÄsinA9), 
In dieser Formel setze man: 

-4 = 1, ß = f, ^ = ^71. 

Dann nimmt das Integral in Bezug auf 9 folgende Gestalt an: 

+n 



r^P'rqhMiff^-ihif^^p 



—n 



welches sich leicht auf folgende Form bringen lässt: 



n n 



/j^7pV.i»y+iÄy^^-2p.re.ingH-<Äv| ^^ ^ 2 /cOS (2l|>Vp SlU ^-Ä^)) rf^ = 2^1 /<*> (2f|>V(^), 

u u 

und darnach wird das obige Integral: 

oder in etwas mehr symmetrischer Form geschriehen, indem man 2p^r=n setst: 

(12.) yle-'-a^''Km(f)minQ)dQ = ^e"'^J<*>(^). 

Lässt man in dieser' Formel n gegen abnehmen und setzt fär die Functionen 
J^''\inQ\ «^^^ vy^y ^*® ersten Glieder der Reihenentwicklungen, so erhalt 
man die Verallgemeinerung der Formel (11.)' 

(13.) jV'^'^'n''\mf)dQ = (^Th *"*• 

Alle unsere Betrachtungen bleiben fQr diese Integrale auch dann noch 
richtig, wenn man m irgendwie complex, also beispielsweise auch rein ima- 
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ginar annimmt. Die Functionen J^^^ werden in diesem Falle allerdings un- 
endlich für unendliche Werlhe des Arguments, jedoch so, dass die Conver- 
genz der Integrale in keiner Weise beeinträchtigt wird, wegen des Factors 
^-pV Denn für sehr grosse Werthe der Variablen nähern sich die Functionen 
J^'HmQ) dem Grenzwerlh ^^^^^ + ^^'^^^9 . 

Ebenso kann in der Formel (12.) n irgendwie complex angenommen 
werden, denn sowohl rechts als links stehen durchaus stetige Functionen von 
Hy welche nur für unendliche Werthe von n unendlich werden, und die Werthe 
beider Functionen stimmen längs einer Linie, nämlich der ganzen Linie, auf 
der n reell ist, mit einander überein. Solche Functionen müssen aber über- 
haupt übereinstimmen*). 

Setzt man also —in an die Stelle von n, so nimmt (12.) die Form an: 

OD 



(14.) /pe-^V/(M(«p)J(^)(„p)rfe = i^,Vf*)(^). 
In ganz ähnlicher Weise lässt sich auch das allgemeinere Integral finden: 

00 



worin l eine ungerade positive ganze Zahl bedeutet. Hat man dieses In- 
tegral gefunden, dann ergeben sich mit Hülfe der recurrenten Formel für 
die Besselschen Functionen: 

die Integrale von der Form : 

oc 
ü 

WO l wieder eine ungerade ganze Zahl bedeutet, welche bis — 2Ä-f 1 ab- 
nehmen kann. Da aber diese allgemeinen Formeln keine einfache Gestalt 
annehmen, und daher auch ohne besonderes Interesse sein dürften, so über- 
gehe ich diese Ableitung und will nur als Beispiel dieser Art das eine In- 
tegral anführen: 

J'e-^yj^'\mf)dQ = -l(l-e"^), 



*) Vgl. Riemann: Grundl. der Theorie der Functionen einer veränderl. complex en 
Grösse, §. 15. 

**) Vgl. C. Neumann: Theorie der Beuehchen FonctioDen. Leipzig 1867 p. 22. 
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welches sich mit Hälfe der angefOhrten Recursionsformel aus dem bereits ge- 
fundenen Integrale sofort ergiebt. 

§. 3. 

Man kann nun in ähnlicher Weise wie bisher von der Gleichung (6.)) so 
von der Gleichung (9.) §. 1 ausgehen, um zur Bestimmung des Integrals: 

OD 



OD 





ZU gelangen. Dieser Weg ist aber etwas mühselig, und eine strenge Recht- 
fertigung des Verfahrens, wenigstens für das ganze Intervall der Gültigkeit 
der Endformel nicht ohne Schwierigkeiten. Ich w^erde daher ein anderes Ver- 
fahren einschlagen, indem ich die im vorigen §. gefundenen Resultate benutze, 
wobei man nicht nur am schnellsten zu der Endformel in ihrer einfachsten 
Gestalt gelangt, sondern auch der Zulassigkeit der auszuführenden Operationen 
vollständig versichert ist. Es handelt sich also um die Bestimmung des Integrals : 



(1.) Jr^-^-''J^^\mr)dr, 

u 



welches convergent bleibt, so lange: 

0<9<Ä+|, 
wie man erkennt, wenn man die bekannten Grenzwerthe der Functionen J^^^ 
berücksichtigt. In diesem Integral setzt man nun einer vielfach benutzten 
£fi/erschen Formel zu Folge: 

00 

und erhält demnach; 

(2.) Jr^-^-'J^'^ (mr) dr = r(h+\-' ^ fdrU'^r^^' /<^> (wr) c"'"'' ds. 

Die weitere Entwicklung der Formel beruht nun auf der Umkehrung 
der Integrationsfolge des Doppelintegrals auf der rechten Seite der Gleichung 
(2.). Dass diese Umkehrung gestattet ist, ist zwar nicht von selbst klar, da 
das Integral nicht mehr convergent ist, wenn man für die Function unter dem 
Integralzeichen durchaus ihre absoluten Werthe setzt. Es lässt sich aber in 
diesem Fall leicht nachweisen, dass die Umkehrung zu richtigen Resultaten 
führen muss. Am einfachsten geschieht dies wohl auf folgende Weise: 

Erstreckt man die Integration in Bezug auf s statt von von ein^ 
positiven Grösse e aus, so vnrd das Integral, wie man leicht einsieht, in ein 
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anderes verwandelt, welches, so lange e von merklich verschieden ist, noch 
convergent bleibt, wenn für die Function unter dem Zeichen die absoluten 
Werthe gesetzt werden, welches demnach die Umkehrung ohne Weiteres ge- 
stattet. Wenn nun die Integrale, welche man auf diese Weise erhält, für 
gehörig kleine Werthe von e von den entsprechenden Integralen, in denen 
geradezu € = gesetzt ist, und zwar sowohl in der Weise genommen, wie 
die Formel (2.) es verlangt, als auch nachdem die Integrationsfolge umgekehrt 
worden ist, beliebig wenig unterschieden sind, so ist die Uxnkehrung der In- 
tegrationsfolge in dem Doppelintegral der Formel (2.) gestattet. Diese Stetig- 
keit der Integrale in Bezug auf s ist aber für das durch die Umkehrung ge- 
wonnene Integral unmittelbar einzusehen, und auch fär das in der Formel (2.) 
vorkommende Integral ist sie leicht nachzuweisen *). 

Demnach geht nun die Gleichung (2.) in folgende über: 



OD OD ^00 



/r»-*-'J(*>.(«»r)rfr = r(h4-\-i ^ ß''~^'^J^~'^''>'^^'^^^^ («*r) dr. 

Die Integration in Bezug auf r lässt sich hier nun mittelst der Formel (13.) 
des vorigen Paragraphen ausführen, wodurch man erhält: 



h -• -• 



Das nach s genommene Integral auf der rechten Seite geht aber durch die 

i 

Substitution a = — in eine /-Function über und ergiebt so die merkwürdig 

s 

einfache Formel: 

Diese Formel stimmt f&r den Fall h = mit der von Herrn lApachÜi ge- 



*) Am einfachsten führt zu diesem Beweis ein Satz^ den ich einer Mittheilung 
des Herrn Paul du Bois --Reymond verdank e^ und der fUr unseren Fall etwas specialisirt; 
so lautet: Sind die beiden Integrale 



OD a 

ß(r)9(r)dr, J\ 



convergent; und nimmt (p(r) zwischen den Grenzen beständig ab oder best&ndig zu, 
indem es sich der Grenze nähert^ so ist: 



/A(r)9>(r)dr = 9(Ä)y/( 



wenn q eine nicht näher bekannte^ zwischen K und oo gelegene OröBse bedeutet 

30» 
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fundenen überein, wie man mit Hülfe der bekannten Gaussischen Relation 
zwischen den i- Functionen erkennt. 

Ich hebe noch zwei bemerkenswerthe specielle Fälle dieser Formel 
hervor: den ersten derselben erhält man durch die Annahme q=zh+i. welche 
immer gestattet ist. Diese Annahme ergiebt: 

X 

(4.) /j^'Hmr)dr = -l- 

Dieses Integral hat also für die Besselschen Functionen aller Ordnungen den- 
selben Werth. 

Die zweite specielle Annahme ist h = q, welche nur in dem Fall h = 
nicht gestattet ist, und führt zu dem Integral: 

(5.) 7*;^ = 4-. 

Dieses Integral ist also von m unabhängig, was auch unmitleibar einzusehen 
ist. Als Function von m betrachtet ist dasselbe aber discontinuirlich, denn für 
m = hat es den Werth 0. Ist h eine ungerade Zahl, so hat das Integral 
zu beiden Seilen der Unstetigkeilsstelle enlgegengesetzte Werthe; ist aber h 
eine gerade Zahl, so sind die Werthe zu beiden Seiten der Unsteligkeitsstelle 
dieselben, so dass man hier eine Function hat, welche für alle W^erthe von 
m constant ist, nur für m = einen isolirlen Werth besitzt. 



§. 4. 

Genau dasselbe Verfahren, was bisher auf die Besselschen Functionen 
angewandt wurde, führt zu ganz entsprechenden Resultaten bei einer anderen 
Classe von Functionen, welche in der Theorie der Bewegung der Wärme in 
einer Kugel eine wichtige Rolle spielen, und die mit den Besselschen Functionen 
die grösste Verwandtschaft haben, dergestalt, dass man sie geradezu bezeichnen 

kann mit J ^ (s). Die in Rede stehenden Functionen gehen nämlich aus 
den Besselschen Functionen hervor, insofern dieselben durch die Differential- 
gleichung definirt sind, dadurch, dass man die Ordnungszahl h in ein un- 
gerades Vielfache von i verwandelt, und auch die unendliche Reihe und das 
bestimmte Integral 

71 

J^''Uz) = ■ ^ ^ — —T — p- — / sin^' u) cos {z cos (o) da) 



\ 
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lassen sich ohne Weiteres auf diese Functionen übertragen, wenn man eine 
kleine, natürlich sich hietende Modification mit dem numerischen Factor, der 
vor dem Ganzen steht, vornimmt. Das Integral, welches die Besselsche 
Function zuerst definirle, wird allerdings durch ein etwas anders gebildetes, 
aber nicht minder einfaches Integral ersetzt. 

Um zu diesen Functionen zu gelangen, gehe ich aus von der auf 
räumliche Polarcoordinaten transformirten Gleichung (1.) §.1 und nehme der 
Einfacliheit halber an, die Lösung <P dieser Gleichung sei unabhängig von 
dem Winkel (p^ wodurch diese Gleichung die Gestalt annimmt: 

(1.) ^^^* = _j_(^-_) + __(l»^)_[. 
Nimmt man weiter an, 4> habe die Form: 

wo P^''^ die einfache Kugelfunctlon Ater Ordnung, also eine für alle Werthe 
von ö^ = arccos^ stetige und eindeutige Function, R^^'^ eine Function von r 
allein bedeutet, so ergiebt sich für R die Differentiaigleichung: 

är' 

Definirt man also eine Function S^^\r) durch die Gleichung: 

Ö'S('') . /- Ä.Ä+1 



|^+(„._H+i)rB<'> = 0. 



(8.) g^+(,_*_:M^)s... = 



und durch die Bedingung, dass die Function S^^'^ durchaus endlich und stetig 
und für r = mindestens wie die erste Potenz von r verschwinden soll, wo- 
durch S bis auf einen constanten Factor bestimmt ist, so erhält man 

r 

und hat damit eine Lösung der Gleichung (1.), welche den Bedingungen des 
am Anfang aufgestellten Satzes genügt. Setzt man noch 

(3.) S^'\r) = irr "■ \r), 
so erhält man für die Function J die Differentialgleichung: 




welche mit der Differentialgleichung der j?^««e/schen Functionen Obereinstimmt. 



■v 
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Für die Function S lassen sich nnn verschiedene AnsdrOcke anfsteilen, 
welche sich dnrch Substitution in die Differentialgleichung leicht verificiren 
lassen: Man erhält, wenn man den constanten Factor in den Functionen S in 
geeigneter Weise bestimmt: 

(5.) S^'\r) = ^/P''K/^y"'du, 



+ 1 



—1 
^+1 



(6.) S^^\r) = y^^^^— ^y 



Die Uebereinstimmung der beiden Ausdrücke lässt sich leicht durch 
eine partielle Integration nachweisen, wenn man für die Kugelfunction P den 
bekannten Ausdruck durch einen A fachen Differentialquolienten einsetzt. Ferner 
ergiebt sich aus jedem der beiden Ausdrücke (5.)) (6.) für 5 die stets con- 
vergente Entwicklung: 

(7.) S^\r) = ^2.b...2h+i r""2.2Ä + 3"^ 2.4.2Ä + 3.2Ä + 5 ) 

Man sieht, dass sowohl das Integral (6.) als die Reihe (7.), wenn man die- 
selben durch }/r dividirt, aus den entsprechenden Ausdrücken für J^'^^r) hervor- 
gehen durch Yertauschung von h mit — ^ — , abgesehen von dem etwas ver- • 

änderten constanten Factor. 

Ausserdem lassen sich die Functionen S^^\r) noch durch geschlossene 
Reihen ausdrücken, auf die es mir hier aber nicht weiter ankommt, nur be- 

merke ich noch, dass zwischen den Functionen S^^^ oder J^ ^ ^ genau dieselbe 
Recursionsformel besteht, wie zwischen den Besselschen Functionen mit ganz- 
zahligem Index, nämlich: 

/2Ä+1 \ /2A— l \ / QA+3 \ 



welche sich aus jedem der oben gegebenen Ausdrücke für diese Functionen 
leicht herleiten lassen. Demnach können die Functionen S alle linear ausge- 
drückt werden durch die beiden ersten derselben: 



Binr 



S("> = sinr, S^') = ^^ — cosr. 



2 Diese Ausdrücke für die Function S sind mir bekannt aus einer Vorlesang 
erm Prof. Neumann zu Königsberg. 
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§. 5. 
Ich benutze nun ganz wie oben die Formel (6.) §. 1 zur Ableitung 

gewisser bestimmter Integrale, die von den Functionen J (r) abhängen. 

Zu dem Ende mache ich in der Formel (6.) die Annahme: 

a? = y = 0, 

wonach durch Einführung von Polarcoordinaten unter dem Integralzeichen 
die Formel (6.) die Gestalt annimmt: 

OD (Vi±L) f} 

(8.) { ' ^ 

Die Integration in Bezug auf 1.1 lässt sich hier mittelst der Formel (5.) aus- 
führen, und man erhält, wenn man: 

2p^Ä = n 
setzt : 



(9.) /re-'' 



-/-^W)/-);-*.) * = i^fcjllir=^ /-te), 



worin wieder wie oben m und n nicht nothwendig reell zu sein brauchen. 
Lässt man nun hierin n %e%en abnehmen, indem man für die beiden von 
n abhängigen Functionen J die ersten Glieder der Reihenentwicklung setzt, 
so erhält man die der Formel (13.) §.2 entsprechende Formel: 



2Ä+1 
«2Ä4-3 /2Ä+i\ /T— — s^ «' 



W2M-3 (Vl±L\ rr" ' 

(10.) y r ^ c-p'^V^ * ''(i»r)rfr = -^^ 



2 _ 

2Ä+3 



welche bis auf den Factor ^{n mit jener übereinstimmt. Für die beiden 
Fälle A = und A = 1 lässt sich diese Formel leicht mit Hülfe der bekannten 
Integrale verificiren. 

Es soll nun in ähnlicher Weise wie in §. 3 das Integral 

» 2A43 2A-fl 

(11.) Jr' * y » (OTr)dr 
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aus dem soeben gefundenen abgeleitet werden. Das Integral (11.) behalt 
einen Sinn, so lange 

Man setzt genau wie im §. 3 

und verfährt ganz in derselben Weise wie dort, indem man von der Formel 
(10.) Gebrauch macht, und gelangt so zu dem Resultat: 

(12.) // '^ J ^ (fnr)dr = i/Jim ^ '2* * -7^^^ 

\ 2 / 

was wieder, abgesehen von dem Factor, ]Un mit der Gleichung (3.) §. 3 über- 
einstimmt. 

Macht man wieder dieselben speciellen Annahmen wie oben, indem 

man q = ^^ und y = ^ ^^^^^ ^^ erhält man die beiden Integrale: 

(13.) fr ' \mr)dr = ^. ^ 



m 



OD / 2A+1 \ 

(14.) fj^ ' V)? = l/i^.^STT- 



2Ä+I 
2 » 



Diese Formeln sind nur dann völlig unzweiFelhafl, wenn m reell und positiv 
ist. Soll m auch imaginär sein, so muss der reelle Theil von m^ positiv sein, 
und dann sind die Potenzen von m in einer ganz bestimmten Weise zu er- 

klären. Ist z. B. m negativ, so ist in der Formel (12.) an Stelle von m 
zu setzen: 

2h+l 2A-fl 2A+1 

m ' (-«)-« = (-1) ' (-»») ' "*, 

wo das Zeichen (— Ij ^ in demselben Sinne zu nehmen ist, wie in der nun- 

m(5hr auch zweideutigen Function J ^ (mr). Für negative Werthe von m 
werden also die Formeln (13.), (14.): 

y/ ' \tnr)dr = (-1) ^ l^i^-:^, 

ü 



/• 



« /2/i-f I \ 2;»+i 



/ 2/i-f 1 \ . 



r ^ ^ ^^ '2*4-1' 

während fOr m = beide Integrale verschwinden. 
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Ich hebe endlich noch einen dritten speciellen Fall hervor, den man 
durch die Annahme q = h-\-l erhält. Ersetzt man dann in der Formel (12.) 

die Functionen J^ ^ ' durch die Function ^''^, so ergiebt sich: 

y — f-^rfr = in 3^ g ^ h gerade 

(15.) { " . 

u 

Diese Integrale gehen fär die Fälle A = und A = 1 in bekannte Integrale 
Aber; sie sind, wie man sieht, für m = unstetig, und zwar so, dass zu bei- 
den Seiten der Unstetigkeit bei geradem h die entgegengesetzten, bei un- 
geradem die nämlichen Werthe stattfinden. 

Heidelberg, im Januar 1868. 
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lieber die Kriterien des Maximums und Minimums 

der einfachen Integrale. 

(Vou Herrn A. Mayer in Leipzig.) 



X^ie folgenden Untersuchungen bringen im Wesentlichen nur dieselben 
Resultate, die ich schon yor zwei Jahren in meiner Habilitationsschrift *) ver- 
öffentlicht habe. Auch die Schlussweise ist nicht wesentlich verändert worden. 

Es sind aber in der angeführten Schrift einselne Ungenauigkeiten unter» 
laufen und manche Umwege gemacht worden, die man vermeiden kann. Diese 
Mängel machen es mir wünscheuswerth, denselben Gegenstand in etwas ver- 
änderter Form und mit Auslassung solcher Betrachtungen, die für die Haupt- 
frage nicht unbedingt nothwendig sind, hier noch einmal zu behandeln. 

Der Vollständigkeit und des Zusammenhanges wegen kann die Aus- 
einandersetzung derjenigen Umformungen, durch welche erst die zweite Va- 
riation eine zur Untersuchung ihres Zeichens zweckmässige Gestalt erhält, 
nicht wohl umgangen werden. Zur Ableitung dieser Formeln von Herrn 
Clebsch*^) werde ich mich im Folgenden der sinnreichen Methode bedienen, 
die Herr Lipschitz in der Abhandlung „Beiträge zur Theorie der Variation 
der einfachen Integrale^^ ***) mitgetheilt hat, und die bisher noch nicht aus- 
gedehnt worden ist auf den Fall der relativen Maxima und Minima. 

§. 1. 

Als die allgemeinste Aufgabe der Variationsrechnung bei einer unab- 
liAngigon Variabein lässt sich bekanntlich, indem man alle anderen hierauf za- 
rfiokfahron kann, die folgende betrachten: 

Man 9oU die den m Differentialgleichungen erster Ordnung: 

(1.) yi = 0, ^2 = 0, ... 9«=0 

^) Koitrttge zur Theorie der Maxima und Minima der einfachen Integrale. 

Loi|)Äi|;;, Teubner 1866. 

*♦) Bd. 65, pag. 2f)4 und pag. 335 dieses Journales. 

'^■^) Bd. 65 pag. 26 dieses Journales. 
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untertDorfenen Yariabeln yi^ y^^ . . . y„ als Functionen von x so bestimmen, 
dMs das Integrai: 



-v, 



y = Jr{xyty'iyiy\...yny'n)dx 



Xu 



ein Maximum oder Minimum werde. 

Dabei muss selbstverständlich m<in sein. Es mSssen überdies, um 
die Aufgabe zu einer bestimmten zu machen, noch gewisse Grenzbedingungen 
gegeben sein. Ich nehme an, dass die Grenzen x,, und ar,, sowie die Grenz- 
werlhe der Variabein y sammllich gegeben seien. Durch Theilung der Auf- 
gabe kann man alle übrigen Fälle auf diesen zurückfuhren. 

Nach dem Vorgange von Lagrange betrachtet man an Stelle des vor- 
gelegten Problems das folgende: 

Die Functionen y so zu bestimmen, dass das Integral 



j =Jadx 



ein Maximum oder Minimum werde, worin 

(2.) a = f+K^i+ll(p2+-'+KH>n. 

und die l unbestimmte Functionen von x sind, über die man hierauf so zu 
verfügen hat, dass den gegebenen Bedingungen (1.) genügt wird. Dieses Pro- 
blem ist dem ersteren aequivalent, wenn man noch hinzufügt, dass überhaupt 
nur solche Functionen y in Betracht gezogen werden sollen, welche diese 
Bedingungen erfüllen. 

Setzt man allgemein: 

wo 6 eine genügend kleine Zahl und die } willkürliche Functionen von x be- 
deuten, die jedoch nebst ihren DiiTerentialquotienten }' innerhalb der Integrations- 
grenzen endlich und stetig sein müssen, und entwickelt sodann das Integral J 
nach Potenzen von e, so geht dasselbe unter Vernachlässigung der Glieder 
von der Ordnung ^ über in: 

während sich, da stets nur solche Functionen y zu berücksichtigen sind, welche 
den Gleichungen (1.) genügen^ für die Variationen 3 die m Bedingungsglei- 
chungen ergeben: 

(3) % = i'l^»'+-||3ij=«>- 



31 



* 
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Da ferner die Grenzwerthe der Yariabeln y on verändert bleiben sollen, so 
mässen die Functionen } überdies noch in den Grenzen Xo und Xi den Werth 
Null annehmen. 

Soll nun ein wirkliches relatives Maximum oder Minimum des Integrals 
V oder J vorliegen, so muss für alle beliebigen Variationen 3, welche den 
angegebenen Bedingungen genügen, die' erste Variation SJ verschwinden und 
die zweite Variation (TJ ein constantes Vorzeichen besitzen. 

Die erstere Bedingung führt auf die n+m Differentialgleichungen: 

dSi d dil 



(4.) 



dy^ dx dy'^ ' 



9* = 0. 



Aus denselben ergeben sich durch Integration die n+m Unbekannten y und 
l als Functionen von x und von einer gewissen Anzahl willkürlicher Con- 
stauten, welche so zu bestimmen sind, dass die Lösungen y in den beiden 
Grenzen den gegebenen Grenzwerthen gleich werden. 

Damit eine solche Constantenbestimmung möglich sei, müssen die Lö- 
sungen y 2n von einander unabhängige willkürliche Constanten enthalten. 
Diese Voraussetzung wird daher dem Folgenden zu Grunde gelegt. Sie kann 
jedenfalls nur dann erfüllt sein, wenn das System Differentialgleichungen (4.) 
von der 2n^^ Ordnung ist, und hierzu ist, wie man leicht sieht, nothwendig 
und hinreichend, dass die Determinante: 

d'Ü d^Sl dtp, ^ d(p^ 



(5.) R = 




<5flPi 



• • • 



dq>m 







• • • 







nicht identisch NqU sei. 

Da somit das identische Verschwinden dieser Determinante dorch die 
zu Grande gelegte Yoranssetzang ausgeschlossen wird, so kann man aus den 
n-\-m Gleichungen 



da 



= •* 



»* = o 
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die n+m Grössen p' und l bestimmen als Functionen der y und e und folg- 
lich das System (4.) ersetzen durch die 2n Differentialgleichungen erster 
Ordnung : 

(ß) <fyA _ dH dvh _ dH 

^ ''^ dx dvh ' dx dyk ' 

in denen H diejenige Function der y und e bezeichnet, welche durch Ein- 
ffihrung der Werthe der y* aus dem Ausdrucke 

2hy'hf>h—f 

hervorgeht. 

Ich nehme an, dass man die Differentialgleichungen (4.) oder (6.) voll- 
stfindig integrirt habe, und will mit: 

(7.) yA = [yA], h = [K] 

die allgemeinen Lösungen der ersteren bezeichnen, sowie überhaupt durch 
EinSchliessung in eckige Klammern die Substitution dieser Lösungen ange- 
deutet werden soll. 

Aus ihnen erhält man als vollständige Lösungen des Systems (6.): 

(8.) sfÄ = bhl , ^k = [re^ = t^^^]. 

Die 2n Integrationsconstanten der Lösungen \y] und [iL] mögen mit 

Ol, 02, ... Oj, 

bezeichnet werden. Sie sind so zu bestimmen, dass die n Functionen [y^] 
fOr x = ccxy und x = Xi^ die gegebenen Grenzwerthe y^o und yi,i erhalten, und 
daher in der Folge als bestimmte, durch diese Grenzwerthe gegebene Grössen 
zu betrachten. Bei bestimmten, besonderen Werthannahmen der y^o und y^i, 
z. B. wenn man dieselben sämmtiich = setzen wollte, könnten hier sowie 
später gewisse specielle Ausnahmefälle eintreten. Von diesen werde ich 
immer absehen und demnach Beispielsweise annehmen, dass die Determinante 
[A], die aus R durch die Substitutionen (7.) entsteht, auch nach Einführung 
jener bestimmten Werthe der Integrationsconstanten verschieden von Null sei. 
Diese Annahme ist zulässig. Denn da die Determinante R an sich nicht Null 
sein soll und in ihr die zweiten Differentialquotienten der y^ sowie die ersten 
der l gar nicht vorkommen, so kann auch die vollständige Integration der 
Gleichungen (4.) niemals allgemein die Gleichung A = zur Folge haben. 
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§2. 

Um BQii im ealscbeideii« ob die Lösungen (7.) das gegebene Integral 
zu einem wirklieben relativen Maximom oder 3Iinimum machen, muss das 
Zeicben der zweiten Variation JPJ nntersucbt werden. 

Nennt man 2d'S2 diejenige bomogene Function zweiter Ordnung der 
5 nnd j', welche aus £2 entstebt. wenn man allgemein ly/ij + ^ih an die Stelle 
von jf^ treten lässt und in der Entwicklung nacb Potenzen von € den Coef- 
ficienten von U* nimmt, so ist: 



.V. 




9. d'J =J'2d'ndx. 

Um das Zeicben dieses Ausdruckes untersucben zu können, ist es im Allge- 
meinen nöthig. die Function 2cM2 und mit ihr zugleich die Bedingungen (3.) 
auf eine einfachere Form zu bringen. 

Es wird sich zeigen, dass man diese Function darstellen kann als ein 
Aggregat dreier Functionen, einer homogenen Function zweiter Ordnung von 
nur Ji Argumenten »i. »:. . . . r,. welche lineare Functionen der 3 und ihrer 
Differentialquotienten sind, dem Differentialquotienten einer homogenen Function 
zweiter Ordnung der ; und endlich einer in Bezug auf die ^cp^ linearen ho- 
mogenen Function, wahrend sich die (f(f^ selbst in lineare homogene Functionen 
der f, verwandeln. 

Statt der Function HJ^il werden wir zunächst eine andere Function 
betrachten« die Function nämlicb: 

welche der ri>efGcient von \r in der Entwickelung derjenigen Function ist^ 
welche man ««$ Ji erbjlll« wenn man die Variabein y und l durch die Grössen 
|y] f *j und >] rf« ersetzt. 

Die Functionen SJ^ii nnd 2i2> stehen in dem Zusammenhange: 

IM 

Man kann daher auch an Stelle der Function 2^^S2 die Function 2A um- 
formen «Uli hohÄlt dann noch die Freiheit, tiber die Grössen fi nacb Belieben 
vwRtir^n au können. 
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Zu dieser Umformung werden die Lösungen eines gewissen Systems 
von Differentialgleichungen gebraucht, das mit dem System (4.) in engem 
Zusammenhange sieht. 

Differentiirt man die durch die Substitutionen (7.) identischen Glei- 
chungen (4.) nach der Constanten Oi, so erhalt man wiederum identische 
Gleichungen, und diese Gleichungen lassen sich, wenn man allgemein unter 
Slr^^^yV) den Werth versteht, den die Function 1Q2 für die Werthe ^^y ^* der 
}/i, /u,t annimmt, also darstellen: 

3 d[hl ~ dx dj^ ' a[A*] 

dOi dOi dOi 

Man erkennt hieraus, dass die Ausdrücke 

(12.) „, = 2:j,-uu, '•*=-F-?'^-kr 

mit den 2n willkürlichen Constanten y die aligemeinen Lösungen der linearen 
Differentialgleichungen sind: 

fl3.) d£i,(u,r) ^ d dSl,(u,r) dSl,(u,r) ^^ 

^ '' duh dx ^ duh ' drk ' 

dx 

zu denen man auch gelangt, wenn man die zweite Variation S^J si^lbst als ein 
Integral betrachtet, dessen Maximum oder Minimum gesucht wird. 

Die Lösungen dieser Differentialgleichungen besitzen zwei, für uns 
äusserst wichtige Eigenschaften. 

Zunächst hat man, indem 2ili eine homogene Function zweiter Ordnung 
der j, j' und ,a ist: 

Daraus folgt, dass jedes System Lösungen der Gleichungen (13.) die Gleichung 
identisch erfüllt: 

(14.) 2i2,(«,r) = _^,«,__i^. 
Ferner findet f&r irgend zwei verschiedene Systeme Lösungen dieoer Dif- 



a44 ^ Mmftr, mker Se Krüerim da Maximmmt wmd Mimmums 



fer^tJaW^iftofg«, m, r mmd a. t. Mcatii^ die Gleidumg statt: 

«wie tipene«. wei«:se au fi»er catstckL wem bib die », r und m, r mit 
«nuBiier ▼cmsckL Tack «ner iMtam^es Eifeeschaft der homogenen Fnnctio- 
■en zweiier »^riBiuv Jiflbt aber bei dieser Tertaasciiiuig der erste Theil der 
4oice!i £t»«:iiiiiur ins^saaäert. Es mss daher aach: 

i • fü. V r rf ' ci2, («, r) 



Le dx 

tJ. <Z. '•»•, '-^r a> ^ : ' { = const. 

t r —. C — r 

AT dir 

Zur L'aifimnBK ivr FsBcsiaa IL heaatiea wir m Systeme vollständiger 

■ * ** ^-"fir^ '^ "■ -f •'^ "55r 

«M ^u^Si. itaft MT a—w ärihsseft } aad «« a aeae Variable g ein vermittelst 



II« 



jiMtfr^« Wjcwi wir w«»ft f9r fie M gewisse lineare Functionen der ). 
As imrm Sawtr?iptfaw er^iek sich: 



S^ lnoiM MR hinrii hBrh d«raaf aa, die FoncHon i2S zn bilden, welche 
MCMJK. »^a« wMi ia A JS« ) "* ." *® Werthe (17.) giebt, die ^ aber 



^ •- t% *l»Mg ^ HH- = ^ ^i^M^t 



1^ AjciTib EliBrf^ hjBcrtc maa^ dass, wenn die neuen Variabeln g 
^^mmmm ««mi^ ^ AMdHcka (17.) Lösungen der Differentialgleichaiigeii 
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(13.) sein würden und man daher nach (14.) haben würde: 

' dx 

Weil nun aber die Function 2S2^ die Differentialquotienlen der g gar nicht 
enthält und folglich dieselbe Gestalt behalten muss^ gleichviel ob die Grössen 
g Constanlen oder Functionen von x sind, so gilt die vorstehende Gleichung 
für alle beliebigen Werthe dieser Grössen, sobald man nur auf der rechten 
Seite die angedeutete DifTereutiation nach x so ausführt, als ob die g unab- 
hängig von x wären. Dies kann man aber auch dadurch erreichen, dass man 
die g als Functionen von x betrachtet und rechter Hand diejenigen Glieder 
abzieht, welche von der Differentiation der g nach x herrühren. Hiernach 
findet für alle beliebigen Werthe der g die Gleichung statt: 

dx 

(19.) ( r*!i''<te *Tf^* dui 

d 



dx 

r*."^" t?«^ dui 

\ dx 

Der Werth, den die Function 2A dnrch die Substitutionen (17.) annimmt, 
entsteht nun aus 2i2y dadurch, dass man darin allgemein: 

^ki-Vh statt Ca 
setzt. Da ^^ in 2£2i nur in der ersten und zweiten Potenz vorkommt, so 
erhält man: 

- öfl" _!L_ d*Sif' 

(20.) 2S2, = 2i2i'+ ^^h-e^VH+ £h£i -g^ Vh V* • 
Ans der ursprünglichen Definition der Function Süi ergiebt sich aber sofort: 

dx 

Nach (17.), (18.) und (19.) wird daher: 

Joarnal für MathemaUk Bd. LXIX. Heft 8. 32 
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d ^ 



dx 

Die beiden letzten Glieder lassen sich zusammengefasst also schreiben: 

^9o j; ( .öß,(tt^rO ^,dSi,(u%r-y 



dx dx ^ 



Unterwirft man daher die eingeführten n Systeme Lösungen der Differential- 
gleichungen (13.) den — ^^-^ — - Bedingungsgleichungen: 



die nach (15.) unabhängig von x sind und folglich nur Bedingungsgleichungen 
zwischen den 2»' Constanten ^'^ ergeben, so fallen jene beiden letzten Glieder 
weg, und man erhält, indem offenbar: 

d'üi _ d'Q, _ r d'ü 1 

Ö&Ö& - öj^öj; - L dy'^dy' J 
ist: 

on rf ^ ^ öß,(M?,rf) , ,=r^r a'ß "1 

dx 

Wir sind somit zu der folgenden Transformation der Function 2(^12 gelangt: 

da; 

worin die Grössen g, /n und ^ definirt werden durch die Gleichungen: 



otr» ^^r^ r ö'ß n , rf j; j; öi2-(ue,re) „- » 
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Gleichzeitig sind aber auch die Ausdrücke difjt umgeformt worden. Setzt man 
nämlich in denselben für die j und -p- die vorstehenden Werthe ein, so gehen 
sie über in: 



*^-i.^.i.|[^]«+[t-]^l+l«m 



Hierin ist aber der Coefficienl von g„ 

dSi, (W, r") 



öy] 



Vh 



dr« 



und mithin nach (13.) =0, so dass sich die Formel reducirt auf: 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, Alles in den 3 und -^ auszudrücken. Nach 
(17.) hat man zunächst: 

Setzt man hierin i = 1, 2, . . . n und verbindet diese n Gleichungen mit der 
aus (18.) entspringenden Gleichung: 



-'Vh + 



^Ih ^«i . ^^l . . ^K 



= -T;r9i+-irz9^+"'+ 



dx dx ^ dx 

SO erhält man durch Elimination der g: 



dx 



^n9 



(22.) U.r],=^ 



dx 



dx 

«1 



• • • 



• • • 



dul^ 
dx 



« 



a. 



u 



« 



= Uh, 



worin : 



(23.) U = ^+aX...«:. 

Auf ganz analoge Weise ergiebt sich: 

öl2,(Mf,r?) 



(24.) 



= - ^Ajfc 



U^^g^2h1ih 






dx 



höh j 

dx 






n 

• • • ^hU 




r-) 



= -2B, 



dx 



3i 



3. 



«1 



»i 



«7 



tC 
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und endlich findet man, wenn man zum Ueberflnss anch noch die Werthe der 
/i kennen lernen will, auf demselben Wege aus der zweiten Gleichung (17.): 



(25.) U.fi, = - 







ri 



3i tfi 



• • • 



• • • 






3> 



• • • 



u: 



= — Ä*, 



so dass man schliesslich die Formel von Herrn Clebsch erhält: 

(26.) 2ä-a = £^. [^] i«i _^ ^ + 2i. ^ ,^.. 
Da gleichzeitig: 

geworden ist, so sieht man, dass die erhaltene Umformung Alles leistet, was 
im Eingange dieses §. in Aussicht gestellt wurde. 

Die Definition der darin auftretenden Grössen ist in den Formeln (22.), 
(23.), (24.), (25.) und (16.) enthalten. 



§. 3. 
Die Formeln (26.), (27.) gelten identisch fflr alle Werthe der 2»'' 

Constanten y?, welche den -^-^ — - , von x unabhängigen Bedingungsgleichnngen : 



(21.) 



-fM^'^ — m — < — i;^ 







dx dx 

genfigen und für welche die Determinante 

nicht identisch Null ist. 

Es handelt sich nun darum, diese Constanten wirklich den genannten 
Forderungen gemäss zu bestimmen. Unter der Voraussetzung, dass die In- 
tegrationsconstanten a der Lösungen [y] und [k] s. g. canonische Constanten 
seien, hat Herr Clebsch die allgemeinsten Werthe der j^ angegeben, welche 
diesen Bedingungen genügen. Ffir unsern Zweck aber ist es gar nicht nöthig, 
diese allgemeinsteh Werthe kennen zu lernen; wir werden vielmehr nur ein 
ganz bestimmtes, besonderes System Werthe der /f benutzen. 



Ä. Mayer, über die Kriterien des Maximums und Minimums. 249 

Um dasselbe ausfindig zu machen, erinnere ich daran, dass: 

(8.) yh = [ifh], «'ä = M = [-^] 

die vollständigen Lösungen des Systems Differentialgleichungen sind: 

(ß) dyh__dH_^ df>h __ dB 

^ *' dx dvh ' dx "" dyh ' 

Die 2» Gleichungen (8.) müssen sich daher nolhwendig auflösen lassen nach 
den 2n Integrationsconstanten 

Seien : 

(oi), (a^), . . . (oi«) 

die hierdurch erhaltenen Werthe. Setzt man dieselben rückwärts in die 
Gleichungen (8.) ein, so werden dieselben identisch und können daher nach 
den y und «? differentiirt werden. Thut man dies und substituirt nach der 
Differentiation ffir die y und f> ihre Werthe (8.), so erhält man das folgende 
System identischer Gleichungen: 

öyh _ ^ö[s^rö(aO"| 
^ r* da. L dv„ r 



(28.) 



dya 1 • öoi L dy^ 

1 • dai L dya J 

df>a 1 ' dOi L dVa J' 

worin -^^ = -^ = oder =1 ist, jenachdem die Indices & und a ver- 
schieden oder einander gleich sind. 
Nun ist: 

und wie leicht erhellt: 

du, (u^ >") _ ^ d r a^ 1 ^ .dl^-] 

dul "" T'^ da, L öy)^ J " f*"' öo, 
dx 

Setzt man daher allgemein: 



'a -"w 



d. h. gleich dem Werthe, den die Function [ t '\ ^^^ irgend einen bestimm- 
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ten Werlh x^ von x annimmt, so wird für x = x^ 

«t = und ^^?i^^ = oder = 1, 



dx 



jenachdem a^h oder a = h ist. 

-, r^ i\ 

Durch die Werlhe (29.) der Constanten y? werden sonach die --^ — - 

Bedingungsgleiehungen (21.) identisch erfflUt für x=^x,^y folglich, da sie un- 
abhängig von X sind., Oberhaupt für jedes x. 

Das System Werthe (29.) der y- besitzt aber noch eine zweite wich- 
tige Eigenschaft, die nämlich, dass für dasselbe die Determinante U sich aus- 
drücken lässt durch eine andere Determinante, die in den Kriterien des Maximums 
und Minimums, wie man sehen wird, eine sehr hervorragende Rolle spielt. 

Multiplicirt man nämlich die Determinante: 



(30.) J{x, xj = 



da. 



da. 



• • • 



0021 




d[yn]iü ^[^1.]« 



da. 



da. 



• • • 



da-2n 



(O 



in der 



^fc^ für [^^],_, steht, mit A^, wo A^ den Werth der Deter- 



minante: 



^-^imi-mK^^i-i^] 



dy, J L dy, 

für x = x^^ bedeutet, und wendet auf das Product den Satz von der Multi- 
plication der Determinanten au, so erhält man wegen der Identitäten (28.) 
die Formel: 

in welcher ü{XyxJ) diejenige Determinante bezeichnet, die durch die Sub- 
stitutionen (29.) aus U hervorgeht. 

Diese Relation, die man bei Einführung der reciproken Determinante 
von A: 
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auch so schreiben kann: 

lehrt, dass die Determinanten U und J{Xy x^) bis auf einen von x unabhän- 
gigen Factor einander gleich werden, sobald man den p^f die Werthe (29.) giebt. 

Hieraus folgt zugleich, dass diese Werlhe auch der zweiten Bedingung 
genfigen, wonach die Determinante V nicht identisch Null werden durfte. 

Denn die Determinante J{XyX,^) kann nicht identisch Null sein, so 
lange man die 2h Integrationsconstanten a unbestimmt lässt, indem sonst der 
Grundbedingung, dass die Functionen y in den beiden Grenzen gegebene Werthe 
annehmen sollen, nicht genügt werden könnte. Nach dem, was am Schlüsse 
von §. 1 festgesetzt worden ist, kann sie daher auch dann nicht identisch 
verschwinden, wenn man für diese Constanten die aus der genannten Be- 
dingung folgenden Werthe einsetzt. 

Die Determinante U{Xy xj) könnte sich daher nur dadurch auf Null 
reduciren, dass -^4^^ = oder V^ = oc würde. Das ist aber unmöglich. Denn 
die Determinanten A und V sind unabhängig von x. 

Man kann dies indirekt aus dem Poisson- Jacobisthen oder dem La- 
grangesc\ieii Satze der Störungstheorie folgem. Man zeigt es aber leichter 
ganz direct. 

DilTerentiirt man nämlich die Determinante V nach x^ so entsteht: 



dV 


^ '^ ( öv d d\x>u\ ds7 d d[yh-] 
r'^r» LöCca) dx da, ' ö[yAj dx da, 
^ otti dtti 


dx 





Aus den durch Substitution der Lösungen (8.) identischen Gleichungen (6.) 
ergiebt sich aber, wenn man dieselben nach a, diiferentiirt : 

± W. ^ ^ tr d'H i d\y,] r d'H l aH ) 

dx dai i*lLöüAÖytJ öai VdehdVkJ öai P 

d d[f>H\ ^ _^ |f ö'g - i ^M r ö-^E i ^M | 

dx dai 1 * I L dyh c^yk J öa, L dyh dv^ J da, j 

Substituirt man diese Werthe in die vorhergehende Gleichung und nimmt 
die Glieder zusammen, welche mit denselben zweiten partiellen Differential- 
quotienten der Function H multiplicirt sind, so findet man unter Anwendung 
der ersten Determinantensätze: 

dx ""; i ^ t L dvhdyh^ Idyhävh J ) "" 

Die Determinante V ist demnach in der That unabhängig von x, und sie kann 
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nicht Null oder unendlich sein, weil sich aus den 2» Gleichungen 

die 2n Integrationsconstanten a ausdrücken lassen müssen durch die r und y, 
um ein vollständiges System von Integralen der Differentialgleichungen (6.) 
zu bilden. 

Wir können hiernach unsere Resultate in den folgenden Satz zusammen- 
fassen, dessen grosse Wichtigkeil erst im Folgenden klar hervortreten wird: 

(31.) Wenn man den 2n^ Constanlen yf die Werlhe giebt 

y' L dt, Jx=«^' 

in denen x„ einen beliebig getcählten Werth von x bezeichnet, so werden die 
Bedingungsgleichungen (21.) identisch erfüllt und es wird überdies identisch: 

ü = C.J{x,xJ, 
WO C eine von Null verschiedene und von x„ unabhängige Conslante ist, 

§ 4. 

Wir sind nun vollständig ausgerüstet, um -an den eigentlichen Zweck 
dieses Aufsatzes, die Aufstellung der Kriterien des Maximums und Minimums, 
gehen zu können. 

Wendet man die erhaltene identische Umformung (26.) auf die zweite 
Variation 

(9.) S'J ^ ßtS'Sldx 

an, so erhält man mit Rücksicht auf die Bedingungen, denen die Variationen 
5 unterworfen sind, die Formel: 

(32.) <r/=/i^.[^]%J^', 

während nach (27.) die Bedingungsgleichungen J'y^^O übergehen in: 



w f'-l-t-l^^^^- 



Indem aber bei der Ableitung der Formel (32.) aus der Transformation (26.) 
für das bestimmte Integral 

d 2B 



fdx 



dx U 



Jr, 



OD 

die Differenz der Grenzwerthe des unbestimmten -jr gesetzt worden ist, welche 
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verschwinden, weil die Variationen j in den Grenzen verschwinden müssen, 
so kann diese Formel nur so lange angewendet werden, als die durch (24.) 

definirte Function -^ innerhalb der Grenzen a;,j und a:, endlich bleibt. 

Nehmen wir nun die Grenzen so eng an, dass innerhalb derselben 
weder einer der Coefficienten der ursprünglichen Function 2S^S2^ noch auch 

irgend eine der Grössen -~^ und -~-^ unendlich wird, so erleidet diese 

Function nur dann eine Endlichkeitsunterbrechung, wenn ihr Nenner 17 Null wird. 
Das Verschwinden von U hängt aber ab von den Werthen der 2n^ 
willkürlichen Gonstanten /-, und wir können daher, indem wir selbstverständ- 
lich stets nur solche Werthe dieser Constanten betrachten, welche den Be- 
dingungsgleichungen (21.) genügen, unter der gemachten Voraussetzung den 
folgenden Satz aussprechen: 

I. So lange man die willkürlichen Constanten y^ so bestimmen kann, 
dass die Determinante U innerhalb der Grenzen x^ und Xi nirgends verschwindet, 
gilt für alle in Betracht kommenden Variationen j identisch die Formel (32.), 
in welcher diesen Constanten eben solche Werthe beizulegen sind, welche der 
genannten Forderung genügen. 

Sobald man aber die obere Grenze x^ weiter ausdehnt, als es die 
Bedingung erlaubt, dass U nicht verschwinden darf — und wir werden sehen, 
dass sich aus dieser Bedingung im Allgemeinen immer eine äusserste Grenze 
ergiebt, die nicht überschritten, ja nicht einmal erreicht werden darf — , so 
wird die Formel (32.) falsch, und man muss dann wieder zu der ursprüng- 
lichen Formel (9.) zurückgehen, in der die Grenzen keinerlei Beschränkung 
unterworfen sind. 

§. 5. 

Soll die zweite Variation ein sicheres Kriterium des Maximums oder 
Minimums liefern, so muss sie weder ihr Zeichen ändern, noch auch selbst 
verschwinden können, es sei denn, dass die sämmtlichen Variationen j iden- 
tisch Null würden. Denn wenn die zweite Variation verschwindet, so wird 
die Aenderung des Integrales von der dritten Ordnung und kann daher im 
Allgemeinen ebensowohl positiv als auch negativ gemacht werden. 

Dies vorausgeschickt lässt sich aus der Formel (32.) der folgende 
Schluss ziehen: 

II. Wenn man die willkürlichen Constanten y" so bestimmen kann, 
dass die Determinante U innerhalb der Grenzen x^^ und x^ nicht verschwindet, 
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und wenn überdies die homogene Function zweiter Ordnung 

zwischen deren n willkürlichen Argumenten Uu die m linearen Bedingungs- 
gleichungen (33.) bestehen, innerhalb dieser Grenzen ihr Zeichen nicht ändert^ 
so kann die zweite Variation d^J weder ihr Zeichen ändern, noch selbst «?er- 
schwinden, und es findet dann folglich für die Functionen [if] sicher ein Maxi- 
mum oder ein Minimum statt. 

Aus den gemachten Voraussetzungen ergiebt sich unmittelbar, indem 
nach denselben der Ausdruck unter dem Integralzeichen endlich bleibt und 
einen Zeichenwechsel nicht erleiden kann, dass das Integral (32.) ein unver- 
änderliches Vorzeichen besitzt und nur dann verschwinden kann, wenn die 
Function 2W identisch Null wird. 

Um den letzten Theil des Satzes zu beweisen, muss demnach unter- 
sucht werden, wann diese Function identisch verschwindet. 

Aus der Algebra ist bekannt, dass sich jede homogene Function zweiter 
Ordnung von n Argumenten, zwischen denen m lineare homogene Bedingungs- 
gleichungen bestehen, in ein Aggregat von n—m Quadraten umformen lässt. 

Setzt man 

(34.) ü, = wvx+/^jn+-+pr-K_, 

so kann man die n{n—m) Coefficienten ph so bestimmen, dass diese Werthe 
der Vh den m Bedingungsgleichungen (33.) genflgen und fiberdies die beiden 
Gleichungen zu identischen machen: 

2W^ = (>,F?+(>,K.H-. + (>n-«n 



I« — m> 



2:kVI = vi+ Ki'+..-+ 



VI 



Die Grössen (> sind dann die Wurzeln der Gleichung: 



L dv'. öl/'. J ~ ^' 






Löy; 






] 







Löy.J' 



0, 







= 0. 
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Das von (> freie Glied dieser Gleichung ist nun gerade die Determinante [A], 
die nach Voraussetzung nicht identisch Null ist. 

Daraus folgt, dass keine Wurzel (> der obigen Gleichung identisch Null 
sein kann. Dfe Function 2 W lässt sich daher bei unbestimmtem x nicht in ein 
Aggregat von weniger als n — m Quadraten transformiren. Soll dieselbe über- 
dies, wie es der Satz verlangt, innerhalb der Grenzen Xo und x^ ihr Zeichen 
nicht ändern, so müssen die n—m Coefficienten q zwischen diesen Grenzen 
stets positiv oder stets negativ bleiben. Es kann demnach alsdann innerhalb 
der Grenzen x^ und a:, die Function 2W nur dadurch für jeden Werth von 
X verschwinden, dass die sammtlichen n—m Grössen Vi identisch Null werden, 
und dies zieht in Folge der Substitutionen (34.) das Verschwinden der n Grössen 
Vh nach sich. 

Wenn die Bedingungen unseres Satzes erfüllt sind, so kann demnach 
das Integral (32.) nur verschwinden für solche Functionen j, welche Lösungen 
der n linearen DiiFerentialgleichungen erster Ordnung 

(35.) t/i = 0, t/2 = 0, ... ü, = 
sind. Da man aber nur solche Functionen j zulassen darf, welche in den 
beiden Grenzen verschwinden, so muss noch hinzugefügt werden, dass diese 
Lösungen in den beiden Grenzen oder — indem man auch nur in einem Theile 
des Intervalles o^o bis x^ den Variationen } die aus (35.) folgenden Werthe 
geben und dieselben in dem übrigen Theile constant gleich Null annehmen 
kann, vorausgesetzt, dass zwischen diesen beiden Arten von Werthen ein 
stetiger Uebergang stattfindet — überhaupt für irgend zwei verschiedene Werthe 
von X innerhalb der Grenzen verschwinden müssen. 

Erinnert man sich aber des Werthes (22.) von Uhj so sieht man, dass die 
allgemeinen Lösungen des Systems Differentialgleichungen (35.) folgende sind: 

Ih = c.ul + c^ul^ VCnUly 

worin die Grössen c willkürliche Constanten bezeichnen. Wenn daher diese 
n Lösungen, ohne identisch Null zu werden, für irgend einen Werth von x 
gleichzeitig verschwinden sollen, so muss die Determinante 

für diesen Werth von x ebenfalls verschwinden. Nun waren aber in der 
Formel (32.) die willkürlichen Constanten der ui gerade so zu bestimmen, 
dass innerhalb der Grenzen x^^ und Xi diese Determinante nirgends verschwin- 
den konnte. Es können daher die n Ausdrücke U^ innerhalb dieser Grenzen 
niemals gleichzeitig für einen, geschweige denn für zwei Werthe von x ver- 

33» 
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schwinden. Damit ist nach I. auch der letzte Theil unseres Satzes erwiesen; 
man sieht, dass die zweite Variation weder ihr Zeichen andern, noch auch 
verschwinden kann, so lange die Voraussetzungen des Satzes II. erfüllt sind. 

Wenn dagegen innerhalb solcher Grenzen, wie sie der Satz I. ver- 
langt, die Function 2W ihr Zeichen ändern kann, so muss es wenigstens 
einen Coefficienten (> geben, der in irgend einem Intervalle zwischen Xo und 
Xi ein anderes Vorzeichen besitzt als die übrigen, woraus leicht erhellt, dass 
alsdann das Integral cTJ nach Belieben positiv oder negativ gemacht wer- 
den kann. 

Die Bedingung, dass die Function 2 FK innerhalb eines Grenzeninter- 
valles, für welches die Formel (32.) gilt, ein unveränderliches Vorzeichen 
habe, ist demnach nicht nur hinreichend, sondern auch unbedingt nothwendig 
zum Bestehen eines wirklichen relativen Maximums oder Minimums des über 
dieses Intervall ausgedehnten Integrales J oder F. 

Aus diesem Grunde und um mich kürzer ausdrücken zu können, werde 
ich im Folgenden immer voraussetzen, dass diese Function zwischen x^i und 
Xi ohne Verletzung der Bedingungsgleichungen (33.) eines Zeichen wechseis 
nicht fähig sei. 

Unter dieser Voraussetzung lässt sich die Bemerkung, dass die zweite 
Variation nicht mehr verschwinden kann, wenn die Bedingungen des Satzes 
II. erfüllt sind — eine Bemerkung, die ursprünglich von Herrn Richelot herrühri 
und die ihrer Wichtigkeit wegen als besonderer Satz gefasst zu werden ver- 
dient — , kürzer also aussprechen : 

III. So lange man die willkürlichen Constanten yf so bestimmen kann, 
dass die Determinante U innerhalb . der Gremien x^ und x^ nirgends Null wird, 
ebenso lange kann auch die zweite Variation selbst nicht verschwinden. 

§. 6. 

Aus diesem Satze folgt nun zunächst leicht, dass es im Allgemeinen 
immer eine äusserste Grenze x giebt, welche die obere Grenze Xi nicht über- 
schreiten, ja nicht einmal erreichen darf, wenn es möglich sein soll, die Gon- 
stanten y" der ausgesprochenen Forderung gemäss zu bestimmen. 

Die Formeln (13.) und (14.) nämlich zeigen, dass für jedes System 
Lösungen der Differentialgleichungen 

dih " dx öj; ' dfXk *~ 
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identisch 



2<r'^ = 8i2. = ^i.,.f. 



iÄ 



ist. Daraus aber folgt, dass die zweite Variation 

durch Werthe der 3, welche den m Gleichungen 

genügen und in den beiden Grenzen Null werden, immer dann zum Ver- 
schwinden gebracht werden kann, wenn Xi ^ x' geworden ist, wo x' die zu- 
nfichst an Xo gelegene Wurzel der Gleichung bezeichnet: 



(36.) J{XyXii) = 



Hy,} 


^ry.i , ... 

da, ' 


ö[y.] 


da, ' 


002» 


da, ' 
da, ' 


ÖW ... 
da, ' 

ö[y.]. ... 

da, ' 


ö[y.]» 

dchn 


ö[y.]. 


öfyj. 


ö[y.]. 



öa. 



öo. 



002, 



= 0, 



Selbstverstdndlich wird immer Xt,<Zxi vorausgesetzt. In der That, nach (12.) 
sind die allgemeinen Lösungen der obigen Differentialgleichungen: 



(37.) 
(38.) 



9* '' da, ^'^ da, ^ ^'*' 



ÖOj, 






und da die Determinante ^(rr^rro) fär a;=a;' verschwinden soll, so kann man 
die 2n willkürlichen Constanten y so bestimmen, dass die n Functionen (37.) 
für x = Xiy und x = x sämmtlich verschwinden. 

Indem man dann fQr das Intervall o^o bis ^' <l^n 3 und /i die Werthe 
(37.) und (38.) beilegt und ausserhalb desselben die 3 constant gleich Null 
annimmt, wird unter der Voraussetzung Xi>x': 



'^•'=[f""^E=«- 
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Dies würde nicht mehr richtig sein, wenn für die genannten Werthe der j 
und ju die Function 

innerhalb der Grenzen x^ und x' unendlich würde. Dieser Fall ist aber durch 
die in §.4 eingeführten Voraussetzungen von vornherein ausgeschlossen worden. 

Da nun für diejenigen Grenzen x^ und a?i, innerhalb deren die Vor- 
aussetzung des Satzes III. erfüllt ist, die zweite Variation niemals verschwin- 
den kann, so muss nothwendig die äusserste Grenze Xi^ für welche diese Vor- 
aussetzung noch zulässig ist, zwischen oon und x liegen. Sobald sie aber 
>x' geworden ist, so kann man jener Bedingung sicher nicht mehr genügen. 

Aus dem Umstände, dass die zweite Variation immer verschwinden 
kann, sobald man die obere Grenze Xi über x oder auch nur bis zu x' aus- 
dehnt, sieht man zugleich, dass ein Maximum oder Minimum im Allgemeinen 
überhaupt nur so lange stattfinden kann, als die obere Grenze zwischen x^ und 
x' bleibt. 

§. T. 

Es fragt sich nun aber, ob umgekehrt, wenn die obere Grenze zwischen 
Xo und x' liegt, die willkürlichen Constanten ^'f sich auch wirklich immer so 
bestimmen lassen, dass innerhalb der Grenzen o^o und Xi die Determinante U 
nirgends Null wird. 

Die im vorigen §. benutzte Schlussweise zeigt, dass die zweite Va- 
riation überhaupt immer zum Verschwinden gebracht werden kann, sobald die 
Determinante -^(ajo, x'i) für irgend zwei verschiedene Werthe a\, und x[ ver- 
schwindet, die in dem Intervall x^ bis Xi liegen. 

Wenn daher die Bedingung des Satzes III. erfüllt ist, so kann die De- 
terminante J(xo^Xi) niemals Null werden, so lange x[) und x'i innerhalb der 
Grenzen x^ und Xi bleiben und nicht zusammenfallen. Wir haben daher im 
Besonderen den Satz: 

IV. Sobald es möglich ist, die Constanten y^ so fsu beHimmeHy dass 
die Determinante U innerhalb der Grenzen x^^ und Xi nirgends gleich Null wird, 
kann auch die Determinante 

J{x,Xi) 
für keinen Werth f>on x f>erschfvinden y der kleiner als Xi und grösser oder 
gleich X(i ist. 
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Nun aber erinnere man sich des Satzes (31.), nach welchem die 2i»^ 
Constanten ^^f so bestimmt werden können, dass den Bedingungsgleichungen 
(21.) genagt und zu gleicher Zeit 

wird. 

Sei : 

Xo<Z ^ <Z ^i <C X . 

Dann kann die Determinante /l{x^x^^ innerhalb der Grenzen x^^ und Xi nie 
verschwinden, weil eben x" und Xi zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln 
der Gleichung J{x,X()) = liegen sollen. Nach dem eben citirten Satze lassen 
sich die Constanten y^ so bestimmen, dass identisch 

U = C.J{xy a^ü) 

wird, also die Determinante U innerhalb der Grenzen x^^ und x^ nirgends ver- 
schwindet. Daraus folgt nach IV., dass auch die Determinante J(x,Xi) nie- 
mals verschwinden kann, so lange x^^x<Z x^ ist. Aber diese Determinante 
wird auch für a;==Xo nicht Null. Denn es ist: 

J{xo^Xi) = {—iyj{xi^a^). 

Es hindert uns überdies nichts, x^ so nahe als wir wollen an x^ rücken 
zu lassen. Daher kann J{xyXi) auch zwischen a?o und x^^ nicht verschwinden. 

Lassen wir xr\-€ an die Stelle von Xi treten, so können wir das ge- 
fundene Resultat also aussprechen: 

Die Determinante J{x,Xi+e) kann innerhalb der Grenzen x^ und Xi 
niemals Null werden, so lange Xii<Cxi<Cxi + e <Z x' ist. 

Da wir nun Xi+€ beliebig nahe an x' und e beliebig klein annehmen 
können, da wir ferner wissen, dass für die den Bedingungen (21.) genügenden 
Werthe 

der 2i»^ Constanten y^ identisch 

U = C.J{x,Xi+€) 

wird, so sehen wir nicht nur, dass, so lange Xi zwischen Xo und x' bleibt, 
jene Constanten sich immer so bestimmen lassen, dass die Determinante U 
innerhalb der Grenzen x^ und Xi nirgends verschwindet, sondern lernen so- 
gar eine Lösung dieser Aufgabe kennen. 

Erinnern wir uns der Voraussetzungen, unter welchen wir zu diesem 
Resultate gelangt sind, und verbinden wir dasselbe mit dem Satze IL, so er- 
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V. S*} Umge die ohere Gremke x^ utisckem x^ umd der »unächgt am 
Xm jelejemem Wmnel x der Gremsgleiekmmg 

J x,\ = 
Ueibi. Ttrd da» €'}rjeiegie Imteyrml (mr diejemigem Ftmctionen y, welche die 
erUe Vmnatiom terwekw^mdem maekem. sieb rä Jfoxnnami oder Minmam, eor- 
mmaye^etst. dmu Se kamofeme Fm me ti a m 

deren m eriäkmrüehe Ar^wmt mie l\ dem m Bedimgmmg$gleiehwigeH 

i.[^]r. = 

mUerworfem simä^ mmeriädb die se r Gremsem ihr Zeichen mcht i^u ändern eermag; 
dskfetfem fimUet im ^iäyewufimem treder ein Maximtim noch ein Minimum statt, 
sobatä Xi ^ x' ^fewvnUn ist. 

V^sbei dvf jedoch nicht Abet^eheu werden, dass äberdies die Coeffi- 
cient^ft der ur sprio^ichen Function 2J'S2 innerhalb der Grenzen x^ und Xi 
nicht onendlich werden dftrfen« ud dass auch die Endlichkeit der Functionen 
yl.lL mij £|^± ia diesen hterralle Toransffesetit worden ist. 

Die eifere Bedin^tuur ist nothwendig« weil sonst die ganze Entwiche- 
Ittttjtr der Function ii n^ch des Tay/orschen Satze nicht mehr zulässig sein 
würde. Uaare^en scheint die iweite Voraussetzung nicht nothwendig zu sein, 
wenngleich dieselbe allerdings bei der hier benutzten Schlussweise nicht auf- 
gegeben \^ erden kann. >Yenigstens hat Jacobi*) in dem einfachsten Falle 
der Variationsrechnung durch ganz andere, von der Endlichkeit oder Unend- 
lichkeit jeuer Functionen unabhängige Betrachtungen gezeigt, dass die Grenz- 
gleichung das weiteste Grenienintervall liefert, innerhalb dessen der Nenner 
r der Reduction dun^h passende Bestimmung seiner willkärlichen Constanten 
am Verschwinden verhindert werden kann, und dasselbe ist durch ähnliche 
HelrachtMi^st^tt auch (Ür das ^ocoMsche Beispiel des Integrales der kleinsten 
>Virkung bei der elliptischen Bewegung eines Planeten im Räume bewiesen 
worden« wo innerhalb des betreffenden Intervalles eine jener Functionen un- 
endlich wird. 

*) Vgl lfMif> Bd. &4» pp« äö6— 260 dieses Joumales. 
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§. 8. 

In dem allgemeinen Falle, wo die Lösungen \jy] nicht linear sind in 
Bezug auf ihre 2n Integrationsconstanten a, lässt die Grenzgleichung J{xyXii) = 
eine sehr einfache Deutung zu, und es ist wichtig, dieselbe abzuleiten, um die 
Uebereinstimmung der erhaltenen Kriterien mit denjenigen zu zeigen, welche 
Jacobi in Bd. 17 dieses Journals, p. 73 ohne Beweis angegeben hat. 

Den 2n Constanten a waren diejenigen Werthe beizulegen, welche sich 
aas den 2n Gleichungen ergeben: 

in denen links die gegebenen Grenzwerthe, rechts die Werthe der Lösungen 
für a: = Xü? respective x=^Xi stehen. 

Wenn nun diese Gleichungen nicht linear sind rflcksichtlich der Unbe- 
kannten a, so wird man aus ihnen im Allgemeinen mehrere verschiedene 
Werthsysteme dieser Constanten erhalten, welche denselben Grenzwerthen der 
Yariabeln y entsprechen, und es wird sich ereignen können, dass ffir einen 
gewissen Werth von a?i zwei dieser Werthsysteme zusammenfallen, oder, wie 
man auch sagen kann, einander unendlich nahe kommen. 

Sei »1, 02, ... »2» ein System Werthe der Constanten a, welches den 
obigen Gleichungen genügt. Sollen diese Gleichungen dann auch erfüllt werden 
durch die unendlich wenig von jenen verschiedenen Werthe 

so müssen die 2n Gleichungen stattfinden: 

= -^,„ + ^»^+... + -^.,,,., 

Diese können aber nicht anders besteben, als wenn 

J{x,Xo) = 

ist. 

Die Gleichung J (x, Xii) == ist folglich die Bedingung dafür , dass 
zwei verschiedene Wnrzelsysteme der 2n Gleichungen 

aus denen sich die Integrationsconstanten der Lösungen durch die Grenzwerthe 
der Yariabeln bestimmen, einander gleich werden. 
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Legt man aber diese Deutung der Grenzgleichung zu Grunde, so er- 
hält man aus Y. für den von Jacobi behandelten Fall, wo das Maximum 
oder Minimum des Integrales 

gesucht wird, indem sich hier *) die homogene Function 2 W auf 
reducirt, worin 

yt = y, y2 = y', • • . yn = y^'~'\ 

h^^ h 82 = j ^ ... J« = j 
zu setzen ist, genau dasselbe Kriterium, welches man an der angegebenen 
Stelle ausgesprochen findet. 

§. 9. 

Im Vorhergehenden ist stets nur der Fall betrachtet worden, wo die 
Grenzen o:,) und Xi^ sowie die Grenzwerthe der y sammtlich gegeben sind. 
Auf diesen Fall kann man aber bekanntlich alle anderen zurückfahren, indem 
man die Aufgabe. in zwei getrennte Theile zerlegt, von denen der erste der 
eigentlichen Variationsrechnung, der zweite der Differentialrechnung angehört. 
Man nimmt zuerst die Grenzwerthe der Variabein sfimmtlich als gegeben an 
und sucht unter dieser Voraussetzung das Maximum oder Minimum des vor- 
gelegten Integrales. Die Kriterien, wann dasselbe bei dieser Annahme ein 
wirkliches Maximum oder Minimum wird, sind aus dem Vorhergehenden be- 
kannt und nach V. abhängig von den Grenzen und den Werlhen der Inte- 
grationsconstanten des Problems, welche wiederum abhängen von den Grenz- 
werthen der Variabein. Hat man nun den Maximal- oder Minimalwerth des 
Integrales gefunden, so kommt es, wenn die Grenzwerthe nicht sammtlich ge- 
geben sind, dann zweitens darauf an, dieselben mit Rücksicht auf die gegebenen 
Grenzbedingungen so zu bestimmen, dass dieser Werth des Integrales, der 
nun eine gegebene Function der Grenzwerthe ist, ein Maximum oder Minimum 
werde. Die Substitution der also bestimmten Grenzwerthe in die obigen Kri- 
terien liefert die Kriterien des Maximums oder Minimums für den vorge- 
legten Fall. 



') Vgl. Clebsch, Bd. 55, p. 267 dieses Journales. 
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Diese Art, die Kriterien des Maximums und Minimums bei nicht ge- 
gebenen Grenzwerthen abzuleiten, scheint stets die Ausffihrung einer Quadratur 
zu erfordern. Da es aber nicht sowohl auf den grössten oder kleinsten Werth 
des Integrales, als vielmehr nur auf die Aenderung ankommt, weiche der- 
selbe durch Variation der Grenzen und der Integrationsconstanten erfährt, 
so sieht man leicht, dass man sich immer diese Quadratur ersparen (oder 
präciser ausgedrückt, dieselbe ersetzen kann durch eine andere, die sich un- 
mittelbar ausführen Iftsst), sobald unter dem Integralzeichen die Grenzwertbe 
nicht vorkommen. 

Leipzig, im Mfirz 1868. 
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lieber die Abbildung von Ebenen auf Ebenen. 

(Von Herrn Karl VonderMiikll in Leipzig.) 



MJagrange hat in der Abhandlung: Sur la construcHon des Cartes 
Oiographiqnes (Schriften der Beriiner Academie, 1779, §.6, S. 171) die Auf- 
gabe gestellt: 

Die Theile einer Ebene so auf einer andern Ebene abzubilden, dass 
die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich sei, 
und dass ferner ein System paralleler Geraden in der abzubildenden 
Ebene durch ein System bestimmter Curven in der Bildebene abgebildet 
werde, 
und diese Aufgabe für den Fall gelöst, dass die Curven Kreise seien. 

Es wird im Folgenden die Lösung der allgemeinen Aufgabe auf die 
Lösung einer oder mehrerer gewöhnlicher Differentialgleichungen zurückge- 
führt werden; die Ordnung dieser Differentialgleichungen ist gleich der Zahl 
der Conslanten, welche die allgemeine Gleichung der Curven, die den Geraden 
entsprechen sollen, enthalt. Die allgemeine Methode soll dann auf einige be- 
sondere Fälle angewandt werden, namentlich auf den Fall, wo den Geraden 
ganz allgemein Curven zweiten Grades entsprechen sollen. 

Die iMethode liefert, wenn sie streng verfolgt wird und eine allgemeine 
Integration der Differentialgleichungen möglich ist, alle Lösungen, welche der 
Aufgabe genügen, und nicht bloss einige derselben. In vielen Fällen giebt es 
gar keine Lösung, z. B. wenn den Geraden ein System ähnlicher Kegelschnitte 
entsprechen sollte, u. s. w. ; es rührt dies daher, dass nicht bloss eine, sondern 
mehrere Differentialgleichungen zugleich erfüllt sein müssen. Es enthalten 
diese Differentialgleichungen eine Anzahl von Constanten, und es muss in 
jedem besonderen Falle untersucht werden, ob und wie über dieselben zu ver» 
fügen sei, damit durch eine Lösung sämmtlichen Gleichungen Genüge geleistet 
werde, lieber die Zahl der Gleichungen und über die Lösbarkeit der Auf- 
gabe überhaupt lässt sich allgemein wohl nichts feststellen. 

Die im Folgenden entwickelte Methode unterscheidet sich von der- 
jenigen, welche Lagrange in dem Fall, wo die Curven Kreise sein sollen, zur 
Anwendung gebi'acht hat, wesentlich bloss dadurch, dass sie nicht an den Ans- 
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druck fflr den Krflmmungsbalbmesser, sondern einfach an die Gleichung der 
Curve anknüpft; sie führt übrigens auch in dem speciellen Fall von Kreisen 
ebenso rasch zum Ziel. 

Treten Oberflfichen an die Stelle der einen oder der beiden Ebenen, 
so führen dieselben Betrachtungen zur Lösung der Aufgabe, sobald die Ober- 
flfichen in beliebiger Weise auf einer Ebene abgebildet sind. 



Die rechtwinkligen Coordinaten in der abzubildenden Ebene seien t 
und Uy in der Bildebene 7 und U, so dass der Punkt T, U Bild des Punktes 
ty u ist. Damit die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen 
fihnlich sei, müssen zwischen den Grössen 7^ V. und t, u die Relationen 
bestehen *) : 

^ '^ (T-iU = <pit-iu), 
oder 

f(t + iu-) + g>Q-iu) 
TT _ f(,t + iu)'-<p(^i — iu') 

Da 7 und U reell sein sollen, müssen f und ^ conjugirt imaginfire Functio- 
nen sein. 

Nun sei die allgemeine Gleichung der Curven, welche Bild der Geraden 

/ = const. 
sein sollen: 

(IL) F{7, J7,C,,C„...C^} = 0, 

wo die Parameter Ci, C>, ... C^ Functionen von t sind, da sie fflr /= const. 
constant sein sollen. 

Setzen wir für 7 und U ihre Werthe in t und ti ein, so muss die 
Gleichung (IL) 

p\ Kt+iu) + (p(i-iu') fO + iu)-(pO — iu) C C .. C ) = 
y ii Zi ) 

in Bezug auf t und u identisch erfüllt sein; differentiiren wir dieselbe also 
nimal nach u, so erhalten wir (m+1) Gleichungen, aus denen wir die m Un- 



*) Lagrange, a. a. O. 
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bekannten C|, C^^ ... C^ eliminiren können; die Resultante ist eine Differential- 
gleichnng mter Ordnung zwischen den Functionen / und ip. ^ 

Ist die Gleichung (II.)? vvas in der Regel der Fall sein wird, linear 
in Rezug auf die Constanten C, so macht die Elimination keine Schwierigkeit ; 
allein die Resultante ist eine Differentialgleichung zwischen zwei Yariabeln f 
und (/), von denen die eine Function von t+iu, die andre Function von t—iu 
sein soll; das gewöhnliche Integrationsverfahren ist auf eine solche Gleichung 
nicht anwendbar. Es lassen sich aber durch fortgesetzte Differentiation andere 
Gleichungen daraus ableiten, welche bloss /* und bloss (p enthalten; es zeigt 
sich ferner, dass man diese Gleichungen immer wieder ebenso oft integriren 
kann, als man differentiirt hat; die Ordnung der schliesslich zu lösenden ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen bleibt also die mte. 

Es soll im Folgenden angenommen werden, die Resultante sei von 
der Form: 

WO die Grössen F bloss die Function f und ihre Differentialquolienten , die 
Grössen bloss die Function (p und ihre Differenlialquotienten enthalten, so 
dass die F als Functionen von t + iu^ die * als Functionen von t—iu zu 
betrachten sind, und wo ferner durch Vertauschung von / und t mit (p und 
— « Fh in */, übergeht. 

Diese Annahme ermöglicht eine übersichtliche Darstellung des Resultats, 
und sie bildet auch für den hauptsächlich in Betracht kommenden Fall keine 
Beschränkung. Denn ist die Gleichung (II.) algebraisch und linear in Bezug 
auf die Constanten C, was wir voraussetzen wollen, so sind die einzelnen 
Glieder der Resultante Producte einer Function von f in eine Function von 
(p; verlauschen wir ferner f^ cp, % mit ip, fy — i, so bleiben die Werthe von 
7 und l] ungeändert; folglich wird durch diese Yertauschung entweder die 
Resultante auch nicht geändert, oder, wenn bei Berechnung derselben der 
Factor % weggelassen worden ist, so ändert sich bloss ihr Vorzeichen. Dem- 
nach hat die Resultante entweder die Form: 

-2-^ ± F, 0Ä + -2*, (/^,j^i *^ + F,, *,*_0 . 
oder die Form: 

-2'a± f F, 0^ + -2; (F^., *2. -F^t *«_0 , 
wo durch Vertauschung von / und t mit ip und — t F^ in 0;^ und F^ in ** 

> 

äbergehen. Die erste Form geht aber in die zweite aber, wenn wir setzen: 
Fa=iFÄ, <l>=-»*k, F«_i = »'F,'»_x, *a_i = -i*;^,. 
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Wir können ^ also die letztere Form als die der Resultante annehmen. Endlich 
werden aber auch noch die ersten Glieder des Ausdrucks auf' die Form der 
letzten gebracht, wenn wir setzen: 

±fFÄ= F,,_n +«*A= *2Ä-i, 

Fä = 2F,ä, 4>ä = 2*2a; 

es ergiebt sich dann: 

± f Fa 0, = F,,^i *,Ä - F,Ä *2A-i . 

Wir werden jedoch bei der weitern Behandlung der Gleichung (1.) 
annehmen, es finden zwischen den Grössen F und <P keine linearen Gleichungen 
identisch statt; diese Annahme kann gemacht werden, sobald in der Resultante 
Glieder von der Form +iFh^h nicht vorkommen; es ist dies in all den bis 
jetzt behandelten Beispielen der Fall, und es scheint sehr fraglich, ob solche 
Glieder Oberhaupt auftreten können. 

Um nun aus der Gleichung (1.) andere abzuleiten, welche bloss f und 
bloss (p enthalten, dividiren wir dieselbe durch Fj*.»^ differentiiren dann zwei- . 
mal nach t und zweimal nach u und addiren die beiden so erhaltenen Glei- 
chungen; dann entsteht: 

(^•) (t)'(l)'-(^)'(^)'+".-+(%^)'(t)'-(T)'(^)' = *>• . 

Nur der Fall ist auszunehmen und besonders in Rechnung zu bringen: 

(2, a) Fi = 0, *2 = 0. 

Es ist dies ein einziger Fall, weil die Functionen / und <p conjugirt imaginftr 
sein müssen, weil also, wenn f der Gleichung F^ = Genüge leistet, q) der 
Gleichung 0, = Genüge leisten muss. 
Setzen wir nun: 

allgemein : 

so nimmt die Gleichung (2.) die Form an: 

(2.) Fr''Pl''-Fr<P'^'-^-+FZ.<L-FZMt. = 0. 
Wir verfahren mit dieser Gleichung genau ebenso, wie mit der Glei- 
chung (!.)• Setzen wir: 

(E»(*-i)\f / rn^*-*^ \' 
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SO folgt aus der Gleicbang (2.), wenn nicht der Ansnahmefall eintritt 

(2,a) l^'* = 0, *r'=0, 

(3.) Ff'^*r-Fr><> + ... + F,^i,*^-Fj:i,*SLs = 0, 
u. s. w. 

Wir erhalten demnach schliesslich, vorausgesetzt dass keiner der 
speciellen Ffille stattfinde 

(l,a) F^ = 0, *, = 0; 

(2,a) F\'' = 0, 4>\'' = 0; 



(«,a) F^"'' = 0, *r" = 0, 

das folgende System Gleichungen, welchem Genäge zu leisten ist: 

(in.) 



Aus der letzten dieser Gleichungen folgt, da wir den Fall F2^"""*^=0, 
^^"''^^rzO ausgeschlossen haben: 

d. h. es soll eine Function von t+iu einer Function von t—iu gleich sein; 
dies ist nur dann möglich, wenn beide Functionen derselben Constanten gleich 
sind; man Oberzeugt sich davon sofort durch Differentiation der Gleichungen 
nach t und nach «. 

Wir haben demnach: 

l = C 1*2 9 

Wir Hetzen nun für F»^"'*^ und F,^*"'^ ihre Werthe 
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und ebenso für ^j"~'^ und 0^" '^; dann ergiebt sich durch einmalige Integration: 



+ ai P2 9 






Diese Werlhe setzen wir in die vorletzte der Gleichungen (III.) ein 
und erhalten so die beiden neuen Gleichungen: 

Wir integriren nun die vier Gleichungen noch einmal und erhalten: 

^r '* = a,4>r''+ c^''*i"-'>+ b'M'-'' ; 
die drittletzte der Gleichungen [Ul.) giebl dann noch: 

Fi'-'' = b,Fir'^+b\"Fi'-''+c^''Fi'-'\ 

Wir integriren nun diese sechs Gleichungen einmal, u. s. w. 

Schliesslich ergiebt sich das folgende System Gleichungen: 



(IV.) 



b,F^, 
b,F,, 



+ »I PlH-i + Ol Ftn-* + 
+ *1 *5,-J + b. *J,_4 + 



(>) 



+c^'^*2._, +6r*.._4 + 






(') 



+ b\"F,,_, +c<'>F,._« + 



(0 ^ I tW 



+ a;i4/^4 +o;-3i^2, 



+ «.*..,-. +c^''*,._, +- + 6r^«*« +6ri3*„ 



.<"-') 
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Wir haben 2n Gleichungen, n zwischen den Grössen F und n zwischen den 
Grössen 0^ mit n^ Constanten. Die Constauten c müssen reell, die Constanten 
a and b conjugirt imaginär sein. 

Die Wahl, welchen Functionen F und wir die geraden und welchen 
wir die ungeraden Indices geben, ist ganz frei; nur ist es vortheilhafl, die 
einfacheren Functionen, namentlich die, welche bloss niedrige Differentialquo- 
tienten von /* und (p enthalten, als solche mit geraden Indices auszuwählen; 
nach den Gleichungen (lY.) werden dann die complicirteren Grössen F und 4^ 
lineare Functionen der einfacheren. 

Die speciellen Ffille (l,a}, (2,a), ... (n^a) sind besonders zu be- 
handeln. Mit einer dieser Gleichungen ist die Gleichung (1.) noch nicht er- 
fallt; es ergiebt sich vielmehr auch in diesen Fallen noch ein ganzes System 
Gleichungen. In der Regel wird jedoch die directe Behandlung der Glei- 
chungen (A^a) am schnellsten zum Ziele fähren, d. h. entweder die vollständige 
Integration derselben, die Bestimmung der Function / und (p durch t und v, 
oder auch die Bestimmung der Differentialquotienten von f und (p durch f und 
(p. In dem erstem Fall muss dann noch die Gleichung (1.) identisch in Bezug 
auf t und u, in dem letztern identisch in Bezug auf f und q) erfallt sein. 

Es kann aber auch, namentlich wenn die Functionen F und ^ mit 
geraden Indices complicirt sind und die Integration der Gleichungen {h,a) nicht 
allgemein möglich ist, das System Gleichungen für den besondern Fall voll- 
ständig aufgestellt und ebenso behandelt werden, wie in dem allgemeinen Fall. 

Nehmen wir z. B. an, es sei 

il,a) F, = 0, *2 = 0, 

so haben wir neben dieser Gleichung: 

und diese Gleichung ist ebenso weiter zu behandeln, wie die Gleichung (1.). 
Ist aber 

(2,a) Jf^'^ = 0, *r = 0, 

also 

so haben wir noch die Gleichung: 

u. s. w. 

Auch in diesen Fällen kann man wieder ebenso oft integriren, als man 



VonderMühll, über die Abbildutig von Ebenen auf Ebenen. 271 

differentiirt hat, so dass die Ordnung der Gleichungen die der Gleichung (1.) 
nie fibersteigt. 

In den verschiedenen Fällen muss untersucht werden, ob und wie den 
sammtlicben DifTerentialgleichungen Genüge zu leisten sei. Gelingt die voll- 
ständige Integration einer der Differentialgleichungen, so ist die Aufgabe fOr 
den betreffenden Fall gelöst, d. h. auf eine rein algebraische zurückgeführt; 
es handelt sich nur noch darum, die Constanten so zu bestimmen, dass auch 
die übrigen Differentialgleichungen erfüllt werden. Ist eine solche Integration 
aber nicht möglich, so können oft aus den Differentialgleichungen selbst weitere 
Schlüsse gezogen werden, und es wird überhaupt ein solches Verfahren in 
manchen Fällen schneller zum Ziele führen. 

Man sieht ein, dass in manchen Fällen die Aufgabe eine überbestimmte 
sein und gar keine Lösung haben kann, ferner dass es auch eine Anzahl 
ganz verschiedener Lösungen geben kann ; jeder der Ausnahmefälle kann auf 
eine oder auch auf mehrere Gattungen neuer Lösungen führen. 

Das Resultat der Untersuchung kann folgendermassen zusammengefasst 
werden : 

Zwischen den 2n Functionen F und ebenso zwischen den 2n Functio- 
nen 4> müssen je n homogene lineare Gleichungen bestehen und zwischen 
den 2tt{2n — i) Gonstanten dieser Gleichungen 2w(2« — 1} — «' Relationen. 
Aus diesen Gleichungen müssen die Functionen F und mit ungeraden In- 
diees nicht nothwendig durch die mit geraden Indices bestimmbar sein; es 
ergeben sich so die Ausnahmefälle (l,a), (2,a), ... (fs^a), wo zwischen den 
Functionen mit geraden Indices allein lineare Gleichungen bestehen. 

Die im Vorhergehenden befolgte Methode kann auch zur Anwendung 
gebracht werden, wenn zwischen den Grössen F und lineare Gleichungen 
identisch stattfinden, wenn also in der Resultante Glieder von der Form ±iFh^h 
vorkommen. Nur treten dann immer Ausnahmefälle ein, und es muss in Folge 
davon die Betrachtung modificirt werden. 



Es soll die allgemeine Methode nun auf einige besondere Fälle ange- 
wandt werden. 

35* 
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1) Den Geraden f = const sollen Kreise entsprechen. 

Die allgemeine Gleichung des Kreises ist: 

c,{r+u')+c,T+c,u = c,, 

oder, wenn wir 7 und U nach (I.) durch t und ei ausdrücken und die Con- 
stanten etwas ändern: 

CJ(p+C,f+C,(p = C 

Demnach müssen die Functionen f und (f der folgenden Gleichung Genüge 
leisten : 



oder 



= 



A -<p' 



0, 

-sc/v-ro, r, -<p"' 

oder, wenn wir die Determinante auflösen: 

Dividiren wir durch f^(f''^, welche Grösse nicht verschwinden kann, so entsteht : 



^~7# *^~F7i~ ^^ ^ — t ^ — FI" ^^ ^» 



Es ist dies die Gleichung, welche Lagrange in der oben angeführten Abhand- 
lung weiter behandelt hat; setzen wir c = ~4k, so findet vollständige Ueber- 
einstimmong statt. 



Z) Den Geraden t = const soll ein System confocaler Kegelschnitte 

entspreclien. 

Die Gleichung der confocalen Kegelschnitte sei: 

-\ — — = 1. 



Wir erhalten dann die Gleichung zwischen f und tp, indem wir X aus den 
beiden Gleichungen eliminiren: 

(/•+y)' (f-q>y _ . 

i+X X ~ ^ 

(f+<p)(f'-<pi (f-qO(r+<fO _ rt 

i+X X ~ "• 
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Es folgt hieraus: 



= 2 f"^^ 



l\ 9 



also 



oder 



folglich 






2 = (/V+«(^-fEf.). 






Wir erhalten demnach: 

f{t+iu) = sin {c{t+iu)+a}^ 
(fit — in) = sin{c(/ — m) + 6}. 

Damit f und cp conjugirt imaginäre Functionen seien, musa entweder 
c reell sein und dann a und b conjugirt imaginär; oder es muss c rein ima- 
ginär sein, b=^7i + b' und a und b' conjugirt imaginär. Im erstem Fall ent- 
spricht den Geraden <=const. das System confocaler Hyperbeln, im letztern 
das System confocaler Ellipsen. 

Setzen wir: 

c = l, ö = 0, 6 = 0, 

wodurch wir den Anfangspunkt der Coordinaten in der abzubildenden Ebene 
und die Vergrösserung des Bildes bestimmen, Grössen, auf welche hier wenig 
ankommt, so ergiebt sich: 

^ 8in(( + tti) + 8in(l— -tw) . ,«" + «'"* 
T = ^-^ — ^ ^^ ^ = Sin« ^ , 

U = '^ 2t = cos/-^ 

Durch Elimination von u und dann von t erhalten wir die Systeme von Curven, 
welche den Geraden t = const. und den Geraden u = const. entsprechen : 



1 — COS'^ C08'( 



= 1, 



^ I - = 1 



'+(^^") (^^) 
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Setzen wir hingegen: 

c = 1, a = 0, b = 7T^ 
so entsteht: 

^ ^ sin i(i'{-iu)--B\ni(t^ iu) __ 
^ "~ 2i ~" 

und die beiden Systeme von Curven werden: 



sinw— ?s — , 



cos 21 



c^-c-' 



T* 



r=7TT- + 



l/« 



'+(=^) (^^) 



= 1, 



/J19 



17' 



1 — COs'm C08*« 



= 1. 



3) Den Geraden f = const sollen Kegelschnitte entsprechen. 

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts kann, wenn T und U 
durch t und u ausgedräckt werden, auf die folgende Form gebracht werden: 

und es mflssen demnach /* und cp^ damit den Geraden / = const. Kegelschnitte 
entsprechen, der folgenden Gleichung Genüge leisten: 



(1.) = 



fr. 

ff"+r\ 
fr+^rr. 
fr"+*rr"+ ^f" 



r 9- f<f^. 
f»<p-2rip'+ f<f, 

f"q,-3f"q>'+ Sf'fp" 
f^(f,—Af"<ff+ 6f"<p" 



fqf, 



4rv"' + ff'\ 



-f9\ 



—(pq/>'—Z(f/q/', f-'. 



-f 



o=(f+p 



oder, nach einigen einfachen ReducUonen: 

0, 0, 

r, 0. 

4rr+ sf, scr'g>'+fy':), 

Wenn wir von dem speciellen Falle 

^ + 2:^ = 



0, r, 

r, r. 



— g»»' 

_IV 

^9 



( 



I 
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abstrahiren, dem wir unten wieder begegnen werden, so muss die Determinante 
Null sein; dies giebt die folgende Gleichung: 

+ib(f'r+2rrK r'v+r<p"){<p''(r<p'-r<p'")+w<p"(rv+r<p")} 
+io(ry- r<pni^<pv'+^<pn{rirv>'-r<p''')-^rr{r<p'+rY)) 
+30(/'v+ r<p''){ r<p'-fY'){rv+r<p")r<p'> 

oder, wenn wir mit f'*(p'* dividiren und das Zeichen umkehren, 
(2.) { -45(C^_rilX^+^)V40(C_^)' 

Setzen wir nun: 

fn fftt fiy f\ 

^^'^ V_« <_« fi_^ tL-^ 

SO können wir die Gleichung (2.) in der folgenden Form schreiben: 

= {9i.i; - 453e.3e,x, +403e:i - m,%-As>%%%^^\\ 
+ 1 5{33e,i.-8i: 4-6i,in2). - 1 5i39«2). -82): +6?),9:i3e, 

+45I,(?)J.-?):)-452),(3£.I.-3e:). 
Setzen wir endlich zur Abkürzung: 

X = 93£53g-45l43E,X, + 403e|, 
Jli = 2x5X2 — 0x4X3 — 5x43c2'i'103c33E29 
(5.) (^2 = 3E5-103e«3£j+103E|, 
A3 = UX43C2 — 83t3 -}- 6x3 3t2 , 
-/I.4 = X3 X2 — X2 , 

und bezeichnen wir mit Yy Fi, Y^^ F3, F4 die entsprechenden Ausdrücke, 
welche wir durch Yertauschung von IL mit 9) erhalten, so nimmt die Gleichung 
(4.) die Form an: 
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(6.) 



(7.) 



= X-Y+9X^^^-9Y^JL^+9X,^]-9Y^Sl 
+ 1 5 jy, ?), - 1 5 y, I3 + 453E4 n - 452), X*' 
Die Grössen X und X sind Functionen von t+iu, die ?] und Y Functionen von t—iu. 
Wir haben mithin, wenn wir die entwickelte Theorie auf diesen Fall 
anwenden, die allgemeine Lösung: 

; 45 3^4 = c Ai+a, Xj+a, X^+Oj Xj + 04, 
452)4 = c 74 + 6, 2), + 6i 2)1 + 6, 2),+64, 
15 X, = 6.J^4+c^"3e3 + «r^Ii + al"l, + aJ", 

15 7, = «.y4 + c<"?),+C2)i+6r^2). + 6r, 
9A:, = 6,:l^4+6^^^l + c<"3E]+a^IJ + a^, 

9 y, = a,y,+al'>2),+c<'^2)i+6r'2),+6r', 

9X. = 63X4 + 6^'^ l3 + 6r'X^+ct'^ 3E,+ar\ 

9 y. = «, y, + al'^ 2), 4- ar*2): + c^'^ 2). + b?\ 

, A- = b,X, + b\" 3i,+b'p l] + b''' 3i, + c^*\ 

\ Y = a,Y,-i-al"% + a?'^i + a?''7}2+c^*\ 
Die besonderen Lösungen aber werden : 

(«.) X, = «, % = ß, 

(9.) I^ = «3E, + «,, % = ß'di^ßi, 

(10.) 3£, = «XH«.3fa+a,, 2)j = /??)' + /^i2)ä+A. 

(11.) x = «i,+a,i;+«a3eo+«„ y4 = /?2)3+/^.9'+/5j?)j+/^3. 

In den Fällen (8.), (9.), (10.) ist es am einfachsten, ganz direkt die 
Constanten so zu bestimmen, dass der Gleichung (4.) Genüge geleistet wird. 
In dem Falle (11.) aber wird das System Gleichungen, welchem noch 
(ienügo zu leisten ist: 

\hX^ = 45ß X4 + C Xj+o. 3ß+02 Xj + a3, 
15 y, = 45« %+c% + b, 2)' + 6i % + b,, 

9 X = 45/?, X, + 6, X3 + c<" 3e^ + oJ'^ 3e, + <4'\ 

oy, = 45«.2)4+o,2)i+c^''ga+6r'2)^+C 

9X, = 45/y, X4 + 6, X3 + 61'^ XJ + c<^> X, + a?\ 

9Y, = 45«, 2)4 + 0. 2)3 +or2)i+c<"2)* + 6r, 
X = 45/i,X«+63l3+6,^'^Xi+6rXa + cW 

Y = 45a32)*+a32)3 + 4"2)l+«r'9^ + c^''- 



(12.) 
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Wir beginnen mit der weitern Behandlung der besondern Fälle, indem 
diese am einfachsten ist und wir nachher zeigen werden, dass die allgemeine 
Lösung (7.) kein neues Resultat liefert. 

Die Fälle (8.) und (9.) sind identisch, indem wir uns die Gleichungen 
(9.) nach X? und ^2 können aufgelöst denken. Der Fall (8.) ist auch nur 
ein besonderer Fall von (10.); wir wollen nichtsdestoweniger denselben für 
sich behandeln, um ihn aus den folgenden Betrachtungen immer ausschliessen 
zu können. 

Es folgt aus (8.): 

Demnach führt die Gleichung (4.) auf die folgende Gleichung zwischen a und/9: 

- 45 {a'ß-aß') (a + ßf + 40 (a^-ßy + 90 {a'ß + a(f) (a'-ff) (a + ß) , 
oder 

= 2{a-ß){a+ß)\a + 2ß){2a + ß). 
Nur die Bedingungen 

a=ß und a = — /9 

geben Lösungen, wo f und (p conjugirt imaginäre Functionen sind; denn wir 
erhalten durch Integration der Gleichungen (8.): 

(p{t-iu) = 86^^'-^^ + B,. 

Ist cL = ß, SO muss a reell sein, hingegen rein imaginär, wenn a = — /i ist; 
die Constanten A und B müssen conjugirt imaginär sein, ebenso ^4, und Bi . — 
Wir gehen nun zu dem zweiten Fall über: 

^ '^ '2)3 = ß^] + ß.% + ß2. 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

I, = a(2a-l)3E^ + 3cfa|3EJ + (2aa2 + a? + «2)3£2 + aia2, 
3^5 = a(6a'-7a+2)3£j+6aai(2a-l)3ß + «(8aa2+7aj-2a,)3£^ 

+ «i (8of «2 + a] + 2a2) 3^2 + et, (2a «2 + «1 + «2)9 

und 9)4 und % erhalten ganz entsprechende Werthe. 

Wir setzen diese Werthe in die Gleichung (4.) ein; dann muss diese 
entweder identisch erfüllt sein in Bezug auf 3^2 und %^ oder sie führt auf 
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den schon behandelten Fall 

Ij = const. , 5)2 = const. ; 
nur in dem erstern Fall erhalten wir also nene Lösungen der Aufgabe. 

Nun giebt erstens die Bedingung, dass das constante Glied verschwinde : 

(a.) «2 = ßi', 
ferner die Bedingung, dass der Coefficient von ^l'^l verschwinde: 

«(2«-l)(/?-l) = ßi2ß-i}{a-i), 
oder 

ib.) ia-ß){2aß~ia + ß) + i) = 0; 

endlich die Bedingungen, dass die Coefficienten von X^,3l^,3l^| und ''^<,''7)l,''7)t 
verschwinden : 

^'^'^ }ß{2ß-S)iß~S) = 0, 

^ -^ lßß,{ß-d) = 0, 

l3a{(2a2-5/3,)(2a-3) + aJ} = 0, 
^^■^ kß{[2ß,-ba,){2ß-S)-\-ßi) = 0. 

Wir haben mithin erstens wegen (a.): 

«2 = A = c; 
ferner folgt aus (6.) und (c): 

« = ß; 

endlich geben die Gleichungen (c), (d.), (e.) entweder: 

a = ß = 0, 
oder : 

a = ß=^, a, = ß, = 0, 
oder: 

a = /9 = 3, a] = ßl = 9c. 
Wir haben also entweder: 

% = ßi^2 + C, 

I5 = a,(aJ + 2c)3e, + («J+c)c, 
2)5 = /3i(/3J+2c)2),+ (/3?+c)c, 
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oder 



oder 



(15.) 



/4A\ I ^* ^^ OX2+4CX2, 

363 = 3 362+ 3cj 362 + Ci , 

3^4 = 153ß + 27c,3E^+16c^I, + 3cf, 

I5 = 1053EJ+270Ci3e?+255c]3ß+105cJ3£,+ 16cJ, 
% = 105?)*+270c,2)' + 255c^2)^ + 105c??)2+16ct, 



wo zwischen C| ond C} die Bedingung stattfindet: 



2 2 

C^ ^-" Cj • 



Die Werthe (14.) leisten der Gleichung (4.) Genüge. Setzen wir 
aber die Werthe (15.) ein, so ergiebl sich 

Ci + (h = 0, 
folglich 

C2 = — Ci = y. 

Setzen wir endlich die Werthe (13.) ein, so ergeben sich zwischen den Con* 
stanten noch die folgenden Gleichungen: 

a,{2a\ + 9c) = 0, 
ßi{2ßl + 9c) = 0. 



Wir haben also entweder 



(16.) «i = /?. = 



oder 

(17.) «, = -/?i = 3y, c = ~2y^ 

Mithin erhalten wir, wenn wir für X2, ^-^ 3^3, % ihre Werthe in f 
und (p setzen, die folgenden vier Lösungen: 

36* 
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(18.) 



"TT ~ i "Tii r^^ 



(19.) 



(20.) 



(21.) 



ff" = sf^-Brff'+ff^, 

<p'(p"' = 3y"' + 3yy>"+y>'», 
f" = ef, 
<p"' = e<p', 

f" = Zyf'-2ff^ 

(p"' = -3y(p"-2f(p'. 

Die Gleichungen (18.) sind die von Lagrange, welche auf die Systeme 
von Kreisen führen. Wir erhallen darch Integralion: 

r /+ia) = A ^ ,— +A, 

(22.) / i e j^ ^ 

Ferner ergiebt sieb aus den Gleichungen (19.) durch Integration: 



(23.) 



ft+iu) = A^i-e>^'-*^'^+''+At, 



<p{t-iu) = Ä/l-e-''^'-'">+*+5i. 

Rein imaginär muss y sein, a ond b, A and B, Ai und ^B, conjugirt imaginär. 
Die Curven « = const. bilden ein System confocaler Lemniscaten, 
welche von einem System gleichseitiger Hyperbeln, die alle durch die Brenn- 
punkte der Lemniscaten gehen, orthogonal geschnitten werden. Setzen wir: 

y = i, A = B = i, = 6 = 0, ^, = Ä, =0, 
so wird: 

^ = l_e'('+««> ={T+iU)\ 

<p^ = l-e-*('-'-> = {T-iU)\ 
und es werden die Gleichungen der Lemniscaten: 

{(r-i)*+i^*}{(r+i)'+i^*l = e-*- 

und die Gleichungen der Hyperbeln: 

r-i^-2rirctg/ = 1, 

oder 

{Tco^\t-\-Us\ti{t){Tmi\t'-Uco9^t) = isinf. 
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Besonders hervorzuheben ist noch der Fall 

y = 0. 
Wir haben dann: 






also 






(p(t-iu) = ybit-iu) + bi + B, 

a and b, Oi und 6|, ^ und B müssen conjugirt imaginär sein. Es sind dies 
Systeme concentrischer gleichseitiger Hyperbeln ; die Axen des einen Systems 
sind die Asymptoten des andern. 
Setzen wir: 

a = 6 = l, a, = 6, =0, A = B = 0, 
so ergiebt sich: 

f' = t+iu = {T+iU)\ 
(p" =t-m = {T-iU)\ 
und die Gleichungen der Hyperbeln werden: 

V-U^ = t, 
2TU = «. 
Als dritte Lösung ergiebt sich aus den Gleichungen (20.): 

{(fit -tu) = fie'^('-*-)+B.e-'^^<'— >+fi2- 
Es sind dies die Systeme confocaler Kegelschnitte. 

In dem besondern Falle c = ergeben sich die Systeme confocaler 

Parabeln : 

fit+iu) = a{t+iuf+ai{t-i-iu) + A, 

(p{t-m) = b{t-iuf + bi{t-w)+B. 
Es müssen a and b^ai und bi^A and B conjugirt imaginfir sein. Setzen wir: 

a = 6 = 1, a, = 6, = 0, A = B = 0, 

so erhalten wir: 

T+iU = (t-\-iu)\ 

T-iU = (<-»»)', 
and die Gleichungen der Parabeln werden: 

ip = 4«'(r+»'). 



(24,a) , 
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Wir haben endlich noch den vierten Fall zu betrachten: 

,21 ^ |r= ^yr-2ff\ 

folglich 

Damit /*+y reell und f—(p rein imaginär sei, müssen wir y rein imaginär 
annehmen; ferner müssen A und B, Ai und £j, ^2 und B2 conjugirt ima- 
ginär sein. 

Setzen wir: 

y = -,-, A = B=i, A, = B,r=i, ^2 = ^2 = 0, 

so erhalten wir: 

T+iU = e'^-'O + ^c-/)^ 

also 

(rsin2/+£/cos2/)' + sin/(rsin/+l^cosO = 0, 

Wir erhallen ein System Parabeln, welche von Curven vierler Ordnung recht- 
winklig geschnitten werden. 

Die Coordinaten der Scheitel der Parabeln sind: 






1^0 = 



4 

Rin'^cosl 



2 ' 

ihre Parameter: 

sin^f; 
ihre Axon bilden mit der T-axe den Winkel 

nnd sie gehen sämmtlich durch den Anfangspunkt der Coordinaten T^ ü. 

In dem besondern Falle Ai=Bi = erhallen wir ein System con- 
contrischcr Kreise, welche von geraden Linien, die durch den gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt der Kreise gehen, orthogonal geschnitten werden, und in 
dorn bosondern Falle ;^ = die Systeme confocaler Parabeln. 
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Wir werden nun nachweisen^ dass der vierte besondere Fall (11.) und 
ebenso der allgemeine Fall (7.) auf keine neuen Lösungen führen. Demnach 
sind die vier oben gefundenen Lösungen (22.), (23.), (24.), (25.) die einzigen; 
wir können nur auf diese vier Arten das System von Geraden <=const. durch 
ein System von Kegelschnitten abbilden. 

Die Gleichungen (11.) sind: 

( X^ = X» 3^3 — 3C2 = ßf X3 + «1 3t2 + «2 So + ^3 ? 

ferner muss den Gleichungen (12.) Genfige geleistet werden; die beiden ersten 
derselben geben, wenn wir die Werlhe von X^ und F3 einsetzen: 

(12) |15(33e23e4-83e5+63ei3e3)=45/^3e4+c3e3 + a,3ß+a.3E2+a3, 
1 15(32)234-82)^3 + 63^7)3) = 45a?),+ c2)3 + 6,r2 + 62?)2 + 63. 
Aus den Gleichungen (11.) folgt: 

X _ ^i + «. 3e; + «t ^» + g, 

folglich 

Y — y Y I ^'^3 /^y ir^\ _ ^a + -^5 ^'a H h -^i 3f, + i* 

wo die A Constanten sind. Entsprechende Werthe erhalten wir für 2)3 «öd 2)4- 
Die Gleichungen (12.) hingegen geben: 

Y _ 30X1 + B,r, + '' + B,3i, + B 

** - 45(1.-/!?) (!.-«)• 

WO die B Constanten sind, und ganz ähnlich 2)4- 
Folglich haben wir entweder 

3^2 = const., 
der schon behandelte Fall (8.), oder es muss die folgende Gleichung in Be* 
zug auf £2 identisch erfüllt sein: 

4b(3i2-ß){n+A,r2 + '-+A,Ji,+A} = (3i,--a){S0ri+Bsll+"^+B,I,+ B\. 

Dies ist aber nicht möglich; denn die Yergleichung der höchsten Coefficien- 
ten giebt: 

45I2' = 30XL 

Folglich liefert der specielle Fall (11.) keine neue Lösung. Wir bemerken, 
dass der vorhergehende Fall (10.) in diesem nicht mit enthalten ist; denn 

er war: 

3^3 = «3ß + ai3£2+^2 J 
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bringen wir die Gleichung (11.) auf dieselbe Form, so wird a = l. Wir 
haben aber nur Lösungen erhalten für a gleich 0, f , 3. — 

Ebenso wenig liefert der allgemeine Fall (7.) eine neue Lösung. Wir 
brauchen, um dies zu zeigen, bloss die beiden ersten Gleichungen zu be- 
trachten, welche wir auf die folgende Form bringen können, wenn wir den 
Werth von 3^4 aus der ersten Gleichung in die zweite einsetzen: 

= 3e^ + (C,3e!> + C,3E, + C)3E3 + (Z),3e*+Z)3X^+AX? + A3E,+D), 
oder, wenn wir mit X„ einen ganzen rationalen Ausdruck n^^^ Grades von 
3^2 bezeichnen : 

X4 = ÄiXj4'-^3 

Aus der letztern Gleichung folgt nun: 
und durch DiflPerentialion : 

aus der erstem hingegen: 

3E4 = -iX,{X, + ^/Xf^4X,\+X,. 

Folglich muss, wenn nicht 3^)2 constant sein soll, die folgende Gleichung in 
Bezug auf 3^2 identisch erfallt sein: 

{X,X;-^2Xi^2idi,--X,)X,+XUX, + 2r,)-AX,\'{X,'^AX,) 
= {(23e2-Jt;-2X0(X2^-4X4)-(X2Xi~2X;)(X2 + 23£i)}-\ 
Dies ist aber nur möglich, wenn entweder 

A-2'-4JiC4 
ein vollständiges Quadrat ist, oder wenn die beiden Gleichungen in Bezug auf 
3^2 identisch erfüllt sind: 

X,X;-~2X^ = 2{di,--X,)X,-'X;iX,+2Jil) + AX,, 
(23i2-X[-2X,){X^-^4X,) = {X, + 2r2){X,Xi^2Xi). 
Berechnen wir aber die höchsten Glieder der Ausdrücke, so finden wir: 

-A3 = — c 3t 2 -T ^2 3^2 "f" C j 3^2 + C/, 
X.f-4X, = {i)\c-6){c-i)Xi+E,r2-\-E,n-\-E,3i,-{-E. 
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Die beiden Gleichungen werden demnach 

2(ir(c-6)(c-t)X?+... 
= {-2i(2 + c)(l-c)+2f(2 + c)[2^|(2 + c)]-4c}3E|+-, 

= {2il)Hc-&){e-i)Il+lE,n+E,di,+lE,}{-^^^ 

Die Yergleichung der höchsten Glieder der ersten Gleichung giebt: 

(c-6)Cc+i)= 0, 
der zweiten: 

(c-.6)(c-J)(c-2) = 0. 
Wir haben also 

c = 6, 
und die zweite Gleichung nimmt die Form an: 

{E,n+E2n+E,Jc,+E)(-AJc,+F) = i {3E,n+2E,Ji,+E,){'^n+B,Jk+B). 

Hieraus folgt aber: 

£3 = 0, E2 = 0, £1 = 0. 
Es giebt also nur die eine Lösung, dass 

^-4X4 
ein vollständiges Quadrat sei; dann wird aber 

563 = et Xi -f- tti Xa "f" ^2 9 

ein Fall, den wir schon allgemein behandelt haben. 
Leipzig, im Juni 1868. 
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Bestimmung des Potentials eines homogenen 

Polyeders. 

(Von Herrn F. Meriens zu Krakau.) 



Obgleich der Ausdruck des Polentials eines homogenen Polyeders 
bereits von Herrn Mehler (Bd. 66 dieses Journals) aufgestellt worden ist, 
so will ich dennoch hier eine etwas abweichende mir noch vor dem Er- 
scheinen der Arbeit des Herrn Mehler bekannte Ableitung dieses Ausdrucks 
in Kürze mittheilen. Dieselbe beruht auf zwei allgemeinen Sfitzen, deren 
einer von Gauss herrührt; der andere bildet das Analogon dieses Satzes für 
die Ebene. 

Gauss hat gezeigt, wie man jedes über ein gegebenes Volumen V aus- 
zudehnende Integral lf{r)dV, worin f{r) irgend eine Function der Entfernung r 
des Volumenelementes dV von einem gegebenen Punkte M bedeutet, in ein 
über die Oberfläche des Körpers V sich erstreckendes Integral verwandeln 
kann. Setzt man nämlich 

J'firydr = F{r), 
so wird 



(1.) ff^r)dV=fFir)^^^^, 



WO dil ein unbestimmtes Oberflächenelement, r dessen Entfernung von M und 
Tir der Winkel ist, den die auf dem Elemente rfi2 nach der Aussenseite 
des Körpers V errichtete Normale mit dem Leitstrahl r bildet. 

Ganz ebenso lässt sich jedes über eine von einer ebenen Curve be- 
grenzte Fläche g auszudehnende Integral von der Form /(p((>)df, worin y (p) 
eine beliebige Function der Entfernung q des Flächenelementes df von einem 
in der Ebene von ^ gegebenen Punkte N bedeutet, in ein über den Umfang 
von ^ sich erstreckendes Integral umformen. In der That ist, wenn man 

setzt, 

(2.) ßp{Q)df =/'^^ COSVQds, 
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WO ds ein unbestimmtes Element der Begrenzung von f, p dessen Entfernung 
von N und v() der Winkel ist, den die auf dem Elemente ds nach Aussen 
von % errichtete Normale mit dem Leilstrahle () bildet. 

Vermöge dieser beiden Formeln lasst sich leicht der Ausdruck des 
Potentials P eines beliebigen homogenen Polyeders finden. 

Bedeutet nämlich r die Entfernung des Volumenelementes dV vom an- 
gezogenen Punkte, so ist bekanntlich 

J r 

Weil Jr^—dr— \r^ ist, so hat man aus (1.) 

P = \ /cos Nr dS2. 

Um cos iVr zu bestimmen, denke man sich vom Punkte 3f auf alle 
Seitenflächen ^ des gegebenen Polyeders Lothe p gefällt und lege ihnen das 
positive oder negative Zeichen bei, jenachdem der Punkt M mit dem von 
der Fläche f^ unmittelbar begrenzten Theile des Polyeders auf derselben oder 
entgegengesetzten Seite von ^ liegt. Es ist dann auf der Seitenfläche ^ 

cos iVr = — 
r 

und 

wo sich die Summe auf alle den einzelnen Seitenflächen ^ entsprechenden 
Integrale bezieht. 

Man betrachte jetzt eines dieser Integrale, welches der Seitenfläche $ 
entsprechen möge. Bezeichnet man die Entfernung des Elementes d£2 von 
dem Fusspunkte N des Lothes p (auf %) mit (), so ist 

r' = / + e^ 
rdi2 ^ r dii 

J r "" y ]/pV+y 
und folglich nach (2.) 

Um cosvq zu bestimmen, denke man sich von dem Punkte iV auf alle 
Seiten @ des Polygons ^ Lothe q gefällt, welche man ebenfalls als positiv 
oder negativ betrachte, jenachdem der Punkt iV mit dem von der Seile @ 
begrenzten Theile von g auf derselben oder entgegengesetzten Seite von @ 
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liegt. Es ist dann 



COSI^P = -i- 

Q 



und somit 

WO sich die Summe auf alle Seiten des Polygons ^ bezieht. 

Beachtet man nun, dass p^ = q^ + s^^ wenn s von dem Punkte an gezählt 
wird, in welchem das Loth q die entsprechende Polygonseite ® trifft^ und be- 
zeichnet man die beiden den Endpunkten von 'B entsprechenden Werthe von s 
mit s' und s", so ergiebt sich 

= log — ' , ' ^ '■ + — arctff ■- ^ = — — arctg — - — '^ . ■ , • 

und Py so erhält 

man das Endresultat 



P=.^,2p^q\og''+y^'+^'+^' 



+ 1 2:p' -S-arctg ,, /'' ,, - i^S';,^ ^arctg '^'' 



9}y+9'+*"' "^ ^ «i^pTTT^ 



Die in diesen Ausdruck eingehenden Grössen ^p^+q^+s"'^, ^P^+^+^'^9 
s", 8 lassen sich leicht geometrisch interpretiren ; die ersten beiden stellen 
die Entfernungen r", r' des angezogenen Punktes von den Endpunkten der be- 
zflglichen Kante, s'\ s' aber die Projectionen dieser Entfernungen auf die näm- 
liche Kante vor. 

Man kann daher auch schreiben 

P = j^p^[glog '^j^^ +/^arctg^-parctg-^]' 
Krakau, im October 1868. 
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Zur Theorie der symmetrischen Fmictionen. 

(Von Herrn F. Mertens zu Krakau.) 



Jbis sei 

und F^/|, ^2 9 • • O irgend eine ganze rationale Fanction der n Grössen 

Durch successive algebraische Divisionen denke man sich F(/|, ta? ••• O 
in die Form gebracht: 

wo F,, F2, ... F«, R lauter ganze rationale Functionen von *i, (2, ... I„ 
sind, von denen überdies die letzte in Bezug auf keine der Yariabeln fi, At? • • • '« 
den Grad n — 1 übersteigt. 

Dies vorausgesetzt, zerlege man den Bruch -j—j: jr- in PartialbrQche, 

wie folgt: 

R _, jR(a?a, a?^, ... iFv) i 1 i 

ftlflt'fin "^ f'Xaf'Xß..,f'Xy ii—Xa h — Xß U" X^ ' 

WO die Indices a^ ß^ . . . v unabhängig von einander alle Werthe 1, 2, 3, ... « 
durchlaufen, entwickle beide Seiten dieser Gleichung nach fallenden Potenzen 
von <!, <2 9 ' ' tn und vergleiche die Coefficienten von (fi/2 . . - K)"^- 
Dies giebt 

[ R 1 __ ^ RQ^aiXß, ...Xy) 

oder 

r f 1 _ ^ F(x„,Xß,,..Xr) 

iftjt,...ftnhA-ur^ rxarxß...rxy ' 

da R{XayXßy ,.. Xy) = F(ira5 ^^^ ••• ^v) und 

r_ß__] ^ ^ r__Z_.l 

ist. 

Um nun aus der Summe alle Terme zu eliminiren, in denen nicht alle 
Indices a, ß, . , . v untereinander verschieden sind, nehme man 

F = J.V, 
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WO 

J = * (t,-Q (^.-/j) (<,-OX 

(«2-«.) * (t,-h) «2-/.)X 

(t.-h) {K-h) (/•-/«-,•) ♦ 

und V eine ganze rationale Function von ti^ ^, ... t^ ist. 
Es ist dann 

oder = 0, 
jenachdem die Indices a, ß^ y^ , . . v alle untereinander verschieden sind oder 
nicht, und somit 

^V{x,,Xß,...x,) = VftJt,...fiAiuu-ur'' 

wo jetzt die Summe alle Werthe umfasst, welche V durch Permutation der 
Xi^ Xi^ ... x^ annehmen kann. 

Ist nun V eine symmetrische Function, so sind alle diese Werthe 
einander gleich, und man hat 



v{x,,x^,...x:) - -^L/'rj/,. ../•/.](/,/..../.)- 



1 • 



Da der Entwichelungscoeracient auf der rechten Seite nur von den 
in ß und V vorkommenden Coefficienten abhängt, so stellt derselbe somit einen 
independenten Ausdruck der Function V durch die Coefficienten der Gleichung 
/l = vor. 

Krakau, im October 1868. 
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Preisfrage 

der physikalisch -mathemalischen Klasse 

der 
Königlich Preussischen 

Akademie der Wissenschaften 

für das Jahr 1«70. 



Bekannt gemacht in der öffentlichen Sitzung am LeibnitaAschen Jahrestage, 

den 2. Juli 1868. 



(Aus dem von Steiner gestifteten Legate für Preisfragen in dem Gebiete 

der synthetischen Geometrie.) 



±J\e von Steiner und anderen Geometern über die Oberflächen dritten 
Grades angestellten Untersuchungen haben bereits zu einer Reihe wichtiger 
Eigenschaften derselben geführt. Aber die Theorie der Krümmung dieser 
Oberflächen ist von den bisherigen Untersuchungen fast unberührt geblieben. 
Die Aicademie wünscht daher eine speciell hierauf gerichtete Behandlung der 
in Rede stehenden Oberflächen. Es würde sich dabei zunächst um geometri- 
sche Constructionen für die beiden Hanptkriimmungs - Richtungen und Rcutien 
in jedem Punkt der Oberfläche handeln. Als zu lösende Hauptaufgabe be- 
zeichnet aber die Aicademie 

die Angabe aller Oberflächen drillen Grades, deren Krümmungslinien 
algebraisch sind, sowie die Bestimmung und Discussion dieser Krümmungs- 
linien. 

Es wird verlangt, dass die zur Verification der Resultate dienenden 
analytischen Erläuterungen der Lösung hinzugefügt seien. 



292 Preisfrage. 

Die Arbeiten können in deutscher, französischer, lateinischer oder eng- 
lischer Sprache abgefasst werden. 

Die ansschliessende Frist fflr die Einsendung der dieser Frage ge- 
widmeten Preisschriflen ist der 1. März des Jahres 1870. Jede Bewerbungs- 
schrift ist mit einem Motto zu versehen, und dieses auf dem Aeusseren des 
versiegelten Zettels, welcher den Namen des Verfassers enthält, zu wieder- 
holen. Die Ertheilung des Preises von 600 Thalem erfolgt in der öffentlichen 
Sitzung am Let6iiifoischen Jahrestage im Juli 1870. 
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lieber Kegelschnitte. 

(Von Herrn G, Bauer in Müncljen.) 



Xcli stelle hier einige Sätze über Kegelschnitte zusammen, welche ich 
mit Hülfe quadratischer Transformation erhalten habe, und welche mir von 
einigem Interesse zu sein scheinen. Das Princip der Transformation, von dem 
ich ausgegangen bin, ist in den bekannten Stdnersc\\ei\ Sätzen enthalten, 
welche mittelst der P/«/cÄerschen Bezeichnung von „Pol und Polare in Bezug 
auf ein Dreieck^' lauten : ,.Dreht sich die Polare um einen Punkt, so beschreibt 
der Pol einen dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt. Bewegt sich der Pol 
auf einer Geraden, so umhüllt die Polare einen dem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitt^^ Steiner selbst hat in seiner „Entwicklung geometrischer Ge- 
stalten^S wo er allgemeine Beziehungssysteme quadratischer Transformation 
entwickelte, auf diese Sätze hingewiesen. Das schon von Herrn Salmon und 
andern betrachtete besondere Beziehungssystem, welches durch sie festgestellt 
wird, ist von der Art, wie das von Steiner a. a. 0. S. 283 unter ß) skizzirte, 
w*enn daselbst die zwei Ebenen und die zwei Hauptdreiecke mit ihren ent- 
sprechenden Ecken zusammenfallen. 

1. Je nachdem wir nun den Punkt oder die Gerade als Element eines 
geometrischen Gebildes annehmen, erhalten wir zwei Uebertragungssysteme. 
Im ersten Falle entspricht einem Punkt seine Polare ; einer Geraden L ein dem 
Fundamentaldreieck ABC eingeschriebener Kegelschnitt L^^K Die Gerade L, 
Ort der Pole aller Tangenten von L^^\ nenne ich der Kürze halber die Pol- 
linie von L^^^ Gehl dieselbe durch eine Ecke C des Dreiecks, so zerfällt L^^ 
in zwei Punkte, nämlich den Punkt C und einen Punkt auf AB; fällt L mit 
einer Dreiecksseile AB zusammen, so zerfällt L^'^ in die zwei Punkte A^ B. 
Im zweiten Falle entspricht einer Geraden ihr Pol ; einem Punkt P, als Spitze 
eines Strahlenbüschels, ein umschriebener Kegelschnitt P^^\ Der Punkt P, 
durch welchen die Polaren aller Punkte von P^^^ gehen, heisse der Polarpunkt 
von P^^\ Liegt derselbe auf einer Seite AB des Dreiecks, so zerfällt P^^^ 
in zwei Gerade.» nämlich die Seite AB und eine durch C gehende Gerade; fällt 
P in eine Ecke C des Dreiecks, so zerfällt P^'^ in die zwei Seiten AC, BC. 

Vermöge der besondern gegenseitigen Lage von Pol und Polare ist 
der Schwerpunkt G des Dreiecks der Pol der unendlich entfernten Geraden, 
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während dieser, als Pollinie betrachtet, diejenige eingeschriebene Ellipse E 
entspricht, welche die Seiten des Dreiecks in der Mitte berührt und den 
Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat. Dem Schwerpunkt endlich, als Polarpunkt 
betrachtet, entspricht die umschriebene Ellipse E^ welche mit E concentrisch, 
ähnlich und ähnlich liegend ist, und deren Tangenten an den Ecken des Drei- 
ecks den gegenüberstehenden Seiten parallel sind. 

2. Da den zwei von einem Punkt P an den eingeschriebenen Kegel- 
schnitt L^^^ gezogenen Tangenten als Pole die zwei Durchschnittspunkte der 
Geraden L mit dem umschriebenen Kegelschnitt P^^ entsprechen, so folgt, 
dass P^'^^ die Gerade L schneidet, berührt oder nicht schneidet, jenachdem 
der Punkt P ausserhalb, auf oder innerhalb von L^^ liegt. Also insbesondere: 
Der Schwerpunkt des Dreiecks liegt ausserhalb, auf oder innerhalb eines ein- 
geschriebenen Kegelschnitts, jenachdem die Pollinie desselben die Ellipse E 
schneidet, berührt oder nicht trifft ; und ein umschriebener Kegelschnitt ist eine 
Hyperbel, Parabel oder Ellipse, jenachdem sein Polarpunkt ausserhalb, auf 
oder innerhalb der Ellipse E liegt. Zu diesem letztern bekannten Satze lässt 
sich noch Folgendes ergänzend beifügen. Da der Pol einer Geraden innerhalb 
oder ausserhalb des Dreiecks liegt, jenachdem die Gerade das Dreieck nicht 
schneidet oder schneidet, so folgt: Liegt der Polarpunkt ausserhalb der Ellipse 
E, aber innerhalb des Dreiecks, so entspricht ihm eine umschriebene Hyperbel, 
von welcher ein und derselbe Ast durch die drei Ecken geht, und zwar öffnet 
sich derselbe in dem Raum jenseits BC^ wenn der Polarpunkt zwischen der 
Ellipse E und der Ecke A liegt. Liegt aber der Polarpunkt ausserhalb des 
Dreiecks, so entspricht ihm eine umschriebene Hyperbel, von welcher ein Ast 
durch zwei Ecken des Dreiecks geht, der andere durch die dritte Ecke, und 
zwar geht der eine Ast durch B und C, der andere durch A, wenn der 
Polarpunkt in dem Winkel BAC oder seinem Scheitelwinkel liegt. 

3. Betrachtet man irgend eine Gerade L und einen Punkt P in Bezug 
auf ihre Lage zum Dreieck ABC, so ergiebt sich folgender allgemeiner Satz: 
Liegt ein Punkt P in dem von L und den Dreiecksseiten gebildeten Viereck 
oder in einem der an die Ecken desselben anstossenden Räume, so schneidet 
die Polare von P den Kegelschnitt L^^\ und der Pol von L liegt ausserhalb 
f^^^; liegt aber P in einem der sechs andern von L und den Dreiecksseiten 
gebildeten Räume, so wird L^'^^ von der Polaren von P nicht getroffen, und 
der Pol von L liegt innerhalb /^^\ 

Rückt die Gerade L in das Unendliche, so folgt: Liegt ein Punkt P 
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ausserhalb des Dreiecks in einem von den drei Seiten desselben begrenzten 
Raum, so schneidet seine Polare die Ellipse E, und der Schwerpunkt des 
Dreiecks liegt ausserhalb P^*^ (Hyperbel) ; liegt aber P in einem Scheilelraum 
des Dreiecks, so wird E von seiner Polaren nicht geschnitten, und P^^^ (Hy- 
perbel) schliesst den Schwerpunkt des Dreiecks ein. — Fällt aber P in den 
Schwerpunkt, so folgt aus obigem Salze: Wenn eine Gerade L das Dreieck 
schneidet, so ist L^^^ eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel, jenachdem der 
Schwerpunkt des Dreiecks in dem durch die Gerade L abgeschnittenen Vier- 
eck oder in dem abgeschnittenen Dreieck oder auf L selbst liegt. Schneidet 
L das Dreieck nicht, so ist U^^ immer eine in das Dreieck beschriebene 
Ellipse. 

Das Vorhergehende reicht hin, um sich eine Vorstellung zu machen 
von der Lage und der Natur eines um - oder eingeschriebenen Kegelschnitts, 
der einem Punkt oder einer Geraden entspricht. 

4. Seien A, B, C, M vier Punkte, durch welche zwei Parabeln gehen. 
Betrachtet man ABC als das Fundamentaldreieck, so sind die Polarpunkte 
dieser zwei Parabeln die zwei Durchschnittspunkte o, o' einer Geraden tn, 
Polaren von üf, mit der dem Dreieck ABC eingeschriebenen Ellipse E (Fig. 1). 
Verbindet man M mit einem beliebigen fünften Punkt N durch eine Gerade L, 
so berührt der eingeschriebene Kegelschnitt L^^^ die Gerade m. Die zwei 
andern von o und o' an U'^^ gezogenen Tangenten sind äie Polaren der Punkte 
0, &y in welchea die zwei Parabeln die Gerade L zum zweiten Male schneiden. 
Durchläuft nun der Punkt N die Gerade L, so durchläuft der Polarpunkt P 
des Kegelschnitts ABCMN die Gerade m, so dass die von P an L^^^ gezogene 
zweite Tangente immer Polare von N ist. Geht N von bis 0', so durch- 
läuft P das Innere des Kegelschnitts E von o bis o'; geht aber N von 0' 
durch den unendlich entfernten Punkt von L nach zurück, so durchläuft 
P den ausserhalb E gelegenen Theil von tn von o' bis o. Dass sich die von 
N und von P durchlaufenen Strecken 00' und oo' in dieser Weise entsprechen, 
erkennt man daraus, dass, wenn N in den unendlich entfernten Punkt von L 
fällt, seine Polare die vierte gemeinschaftliche Tangente von L^^^ und E ist, 
und mithin ihr Durchschnittspunkt P mit der Geraden m ausserhalb E liegt. 
Wenn also der fünfte Punkt N auf der Strecke 00* liegt, d. h. innerhalb der 
einen Parabel und ausserhalb der andern, so ist der Kegelschnitt ABCMN 
eine Ellipse; liegt aber N ausserhalb der Strecke 00' , d.h. ausserhalb oder 
innerhalb beider Parabeln, so ist der Kegelschnitt ABCMN eine Hyperbel. 

38* 
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Dies ist ein bekannter, von Moebius in seinem barycentrischen Calcol ge- 
gebener Satz. 

Man sieht indessen, dass dieser Satz nur ein specieller FaU eines all- 
gemeinem ist, welchen man erhält, wenn an die Stelle der Ellipse E irgend 
ein anderer dem Dreieck ABC eingeschriebener Kegelschnitt K^^^ tritt. Der- 
selbe lautet: 

Sind durch f>ier Punkte A, B, C, M die zwei Kegelschnitte gelegt , 
welche eine gegebene Gerade berühren^ so wird der Kegelschnitt^ der durch diese 
f>ier Punkte und einen beliebigen fünften Punkt N geht, die Gerade schneiden, 
wenn N innerhalb oder ausserhalb beider Kegelschnitte liegt; hingegen nicht 
schneiden, wenn N innerhalb des einen und ausserhalb des andern liegt. 

Auf ähnliche Weise beweist man den reciproken Satz: 

Wenn zwei Kegelschnitte eier Gerade berühren und durch einen Punkt 
P gehen, so wird, jenachdem eine fünfte Gerade nur einen dieser beiden 
Kegelschnitte schneidet oder nicht einen [nämlich beide oder keinen eon beiden), 
der Punkt P innerhalb oder ausserhalb des Kegelschnitts liegen-, der die fünf 
Geraden berührt, 

Ist die fünfte Gerade die unendlich entfernte Gerade, so folgt: Die 
zwei Kegelschnitte, welche der Gerade berühren und durch einen Punkt P 
gehen, sind, wenn reell, beide Ellipsen oder beide Hyperbeln, wenn der Punkt 
P ausserhalb der Parabel liegt, welche die eier Geraden berührt; hingegen 
ist einer der Kegelschnitte eine Ellipse, der andere eine Hyperbel, wenn der 
Punkt P innerhalb dieser Parabel liegt, 

Ist aber eine der vier ersten Geraden unendlich entfernt, so folgt: 
Wenn zwei Parabeln drei Gerade berühren und durch einen Punkt P gehen, 
so wird, jenachdem eine vierte Gerade nur eine dieser Parabeln schneidet 
oder nicht eine (nämlich beide oder keine von beiden), der Punkt P inner- 
halb oder ausserhalb der Parabel liegen, welche die vier Geraden berührt. 

Aus den beiden letzten Sätzen lässt sich noch weiter schliessen: Wenn 
die zwei Parabeln 2, JS', welche drei Gerade berühren und durch einen Punkt 
P gehen, beide von einer vierten Geraden geschnitten werden, oder wenn 
keine von beiden von ihr geschnitten wird, so sind die zwei Kegelschnitte 
jS^ S' , welche die vier Geraden berühren und durch den Punkt P gehen, 
wenn reell, beide Ellipsen oder beide Hyperbeln; wenn aber die vierte Gerade 
nur eine der Parabeln £, 2^ schneidet, so ist einer der Kegelschnitte S, S 
eine Ellipse, der andere eine Hyperbel. 
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5. Dreht sich die Polare als Tangente um einen Kegelschnitt S, welcher 
dem Dreieck ABC nicht eingeschrieben ist, so bewegt sich der Pol, wie bei 
den allgemeinern iS/etnerschen Beziehungssystemen dieser Art, auf einer Curve 
vierter Ordnung, für welche die Ecken des Dreiecks Doppelpunkte sind. Die 
Curve hat ferner so viele unendlich entfernte Punkte, als S gemeinsame Tan- 
genten mit der Ellipse E hat. Liegt z. B. S ganz innerhalb Ey so ist die 
Polcurve eine geschlossene Curve, welche sich zweimal um das Dreieck 
herumschlingt. Berührt S eine Dreiecksseite BC, so reducirt sich der Ort 
des Pols auf eine Curve dritter Ordnung, für welche die Ecke A Doppelpunkt, 
B und C aber einfache Punkte sind. Ausserdem schneidet die Curve die 
Seite BC in dem Punkte, der zu dem Berührungspunkte von jS in Bezug auf 
die Ecken B, C der zugeordnele harmonische Punkt ist. 

Berührt endlich iS zwei Seiten des Dreiecks ABC, nämlich BC und 
ACy so wird der Ort des Pols ein Kegelschnitt S\ welcher durch die zwei 
Ecken A^ B des Dreiecks geht und die zwei Seiten J?C, AC zum zweiten Male 
in den Punkten schneidet, welche zu den Berührungspunkten von iS harmonisch 
liegen. Der Kegelschnitt S^ ist Hyperbel, Ellipse oder Parabel, jenachdem 
S mit der Ellipse E ausser den zwei Dreiecksseilen noch zwei gemeinsame 
Tangenten hat oder keine oder dieselbe berührt. Jedem Punkt P von S^ als 
Polarpunkt betrachtet, entspricht ein dem Dreieck ABC umschriebener Kegel- 
schnitt, welcher die Polcurve berührt; der Berührungspunkt entspricht der 
Tangente von S im Punkte P. 

Da in dem Folgenden nur Kegelschnitte betrachtet werden, so wird 
von diesen Sätzen nur der letzte zur Anwendung kommen und der reciproke 
Satz, nämlich: Beschreibt der Pol einen Kegelschnitt S', welcher durch zwei 
Ecken A, B des Dreiecks geht, so beschreibt die Polare einen Kegelschnitt S^ 
der die beiden Seiten AC^ BC berührt. Die zweiten von A und B an S ge- 
zogenen Tangenten sind harmonisch zu den Tangenten von jS' in diesen 
Punkten. Der Kegelschnitt S ist Ellipse, Parabel oder Hyperbel, jenachdem 
der Schwerpunkt des Dreiecks innerhalb, auf oder ausserhalb S^ liegt. 

Die beiden letzten Sätze ergänzen sich in der Weise, dass, wenn von 
den beiden Kegelschnitten S, S' einer gegeben ist, der andere vollkommen 
durch sie bestimmt ist. 

6. Das anharmonische Verhältniss überträgt sich nach folgenden leicht 
zu beweisenden Sätzen: 

Vier Tangenten auf einem Kegelschnitt S^ der zwei Seiten des Fon- 
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damentaldreiecks berOhrt^ haben dasselbe anbarmonische Yerhäitniss, wie ihre 
Pole auf dem entsprechenden Kegelschnitt S', der durch zwei Ecken des Drei-* 
ecks geht; vier Polarpunkte auf S (vier Pollinien, weiche S' berühren) das- 
selbe, wie die Berfihrungs- Punkte (-Tangenten) der ihnen entsprechenden um- 
schriebenen (eingeschriebenen) Kegelschnitte auf S\S). 

Vier Gerade, welche durch einen Punkt P geben, haben dasselbe an- 
harmonische Verhältniss, wie ihre Pole auf dem umschriebenen P^^^; vier Punkte 
auf einer Geraden L dasselbe, wie ihre Polaren auf dem eingeschriebenen L^^K 

Wenn vier umschriebene Kegelschnitte eine Gerade L berühren, so 
haben ihre Berührungspunkte dasselbe anharmonische Verhältniss, wie ihre Polar- 
punkte auf L^^\* und wenn vier eingeschriebene Kegelschnitte durch einen 
Punkt P gehen, so haben ihre Tangenten in P dasselbe anharmonische Ver^ 
hfiltniss, wie ihre Pollinien auf P^'^K 

Wenn vier Kegelschnitte einem Viereck eingeschrieben (umschrieben) 
sind, so haben ihre Berührungspunkte auf jeder Seite (ihre Tangenten an jeder 
Ecke) des Vierecks dasselbe anharmonische Verhältniss, wie ihre Pollinien 
(Polarpunkte) in Bezug auf irgend ein von drei Seiten (Ecken) des Vierecks 
gebildetes Dreieck. 

Aus der projectivischen Eigenschaft des anharmonischen Verhältnisses 
folgt sodann: Wenn vier Kegelschnitte einem Viereck umschrieben sind, so 
bestimmen dieselben auf jedem Kegelschnitt V^ der durch irgend drei der 
Ecken geht, vier Durchschnittspunkte von constantem anharmonischem Ver- 
hältniss, dasselbe ist nämlich gleich dem, in welchem sich die vier ersten 
Kegelschnitte schneiden. 

Und: Wenn vier Kegelschnitte einem Vierseit eingeschrieben sind, so 
haben die Tangenten, welche ein beliebiger irgend drei Seilen des Vierseits 
berührender Kegelschnitt V mit den vier Kegelschnitten gemein hat, auf diesem 
Kegelschnitt V conslantes anharmonisches Verhältniss; dasselbe ist nämlich 
gleich dem der Berührungspunkte der vier Kegelschnitte auf den Seiten des 
Vierseits. — 

7. Uebertragen wir nun den Satz vom anharmonischen Verhältniss 
von vier Punkten auf einem Kegelschnitt, so folgt, wenn man den Kegelschnitt 
als dem Fundamentaldreieck ABC eingeschrieben annimmt und die Punkte auf 
demselben als Polarpunkte betrachtet: 

Wenn vier Kegelschnitte einem Dreieck ABC umschrieben sind und 
eine Gerade L berühren, so haben die Durcbschnittspunkte dieser Kegelschnitte 



Bauer, über Kegelschnitte. 299 

mit irgend einem ffinften umschriebenen Kegelschnitt, der dieselbe Gerade 
berührt, auf diesem ein constantes anharmonisches Yerhältniss; dasselbe ist 
nämlich immer gleich dem der Berührungspunkte der vier Kegelschnitte auf 
der Geraden L. 

Dasselbe gilt, wenn an die Stelle der Geraden L ein Kegelschnitt 
tritt, der durch zwei Ecken des Dreiecks ABC geht. 

Fällt der fünfte Kegelschnitt mit einem der vier festen Kegelschnitte 
zusammen, so fällt der Durchschnittspunkt mit dem Berührungspunkt zusammen; 
folglich haben auf jedem der vier Kegelschnitte der Berührungspunkt und die 
Durchschnittspunkte mit den drei andern Kegelschnitten dasselbe anharmonische 
Yerhältniss, wie die vier Berührungspunkte. 

Da vier Tangenten eines Kegelschnitts dasselbe anharmonische Yerhält- 
niss haben, wie ihre Berührungspunkte, so folgt: Wenn vier Parabeln einem 
Dreieck umschrieben sind, und man zieht zu einer dieser Parabeln an den Durch- 
schnittspunkten mit den drei andern Parabeln Tangenten, so schneiden dieselben 
auf irgend einer vierten Tangente zwei Stucke ab, deren Yerhältniss gleich 
ist dem anharmonischen Yerhältniss der Richtungen der vier Axen der Parabeln. 

Eine Dreiecksseite und die durch die gegenüberliegende Ecke gezogene 
Parallele bilden zusammen einen speciellen Fall einer umschriebenen Parabel. 
Also: Wenn durch die Ecken eines in eine Parabel eingeschriebenen Dreiecks 
Parallele zu den gegenüberliegenden Seiten gezogen werden, so werden auf 
jeder dieser Parallelen von den beiden andern und dem zweiten Durchschnitts- 
punkt mit der Parabel Stücke begrenzt, deren Yerhältniss gleich ist dem an- 
harmonischen Yerhältniss, welches die Richtungen der drei Seiten des Dreiecks 
mit der Axe der Parabel bilden. 

8. Ist L eine Gerade, welche die Seiten BC^ AC, AB des Dreiecks 
ABC in den Punkten a, b, c schneidet, so sind die Paare von Geraden BC^ Aa; 
ACy Bb ; AB, Cc als specielle Fälle umschriebener Kegelschnitte zu betrachten, 
welche Z berühren (Fig. 2). Ist nun a' der Durchschnittspunkt von Cc und Bb; 
V der von Cc und Aa; d der von Bb und Aa, und ist dem Dreieck ausser- 
dem ein Kegelschnitt umschrieben, der L in dem Punkte s berührt und die 
Geraden Aa^ Bb, Cc in den Punkten a, ß, y schneidet, so sind die anbar- 
monischen Yerhältnisse (ac'b'a)^ {c'ba'ß)^ {Va'cy)^ sowie das der Punkte 
^9 ßy Yj ^ ^^^ ^^™ Kegelschnitte, sämmtlich gleich {abcs). Hieraus folgt, 
dass sa durch den Durchschnittspunkt von e'6 und Vc, d. i. durch a' geht; 
und ebenso geht sß durch b\ sy durch c\ Also: 



Wimm muim r^m äitm Fjtktm ^mtM Ißrtieek» ABC maek dem Dmrek^ 
$4'Unill$pnfikl^m a^ h^ e der yeyemmberlUgemäim Heilem mut eimer Germdem L die 
iieriuUm Au^ lih^ O? %Aebi ^ utf treffem die tam irgemd eimemi Pwmkt s der 
O^r/////^« // rau'M den IßurtMehmillifpumkten je iweier die»er Geradem Aa^ Bh. Ce 
ffif^offi^nen Gi^ruilen die jedetmuüige dritte im Fumktem^ welche amf eimemi Kegel- 
tfHmäl Itejfifftf der AlUl umMehriehen ist und L im FmmUe s berührt, 

WmA von t/^uttm K<^|fel»cbniU vier Ponkie and die Tangente an einen 
A\t*Mi*,f Vun\^Ut nitnitlntn. m ^iebt dieser Satz drei weitere Punkte des Kefd- 
%v\itMi%. \Um ri'.rAproknn Hntx^ den ich hier nicht beisetze, erhalt man auf 
iibniM'b» Woinij; nur i»l bii?rbei zu beachten, dass zu den einem Dreieck 
itUiif^^nrMmUiUHUi K<;({<;lf»chnitten, Holche durch einen Punkt 31 geben, drei 
PunktitpfiHre zu ri?cbni;u niud ; nAmiich jede Ecke des Dreiecks und der Punkt 
d(fr ui^umiÜwrWt'UismU'tt Heile, ivo dieselbe von der durch die Ecke und den 
Punkt M ui^MfUiuum iinriuUui ((eschnitten wird, bilden ein solches Punktepaar. 

{), itolnicblol luun in dem vorigen Satze ABC als das Fundamentai- 
ilmierk, NO liororl die liebortrügung den von Herrn Chasles gegebenen Satz*): 
.,W<inn <<in VIorock ein(5ni Kegeiscbniil S eingeschrieben ist, so berühren die 
'riiiiKiuiluii UM den vier Ecken und je ein Paar Gegenseiten des Vierecks 
uhioii iindorn lingeUcbnitl 2.\^^ Hieraus erhallen wir durch Rfick-Ueber- 
InigMUir, iiidifm wir nur zwei Seilen dos bisherigen Fundamentaldreiecks bei- 
bnhitlleiMi» dio drillü aber lioliebig lassen, folgenden allgemeinern Satz, der 
obigen ttJH »ipnciellen Füll in sich begreift: 

(Jrhrn ilumh ^irti Punklv /l, B eines Kegelschnitts 2 und einen 6e- 
lithlfnm tlrUlrn l^nnkt C ^wei Kegelschnitte S, S\ welche -2* in den Punkten 
M, .1/' iHmhrrn, und ist I) dir rierle Dnrclischnittspunkt f>on S und S', so 
ijtht lUr dnrvh die Punkte .1, //, */, i\l\ ü gelegte Kegelschnitt durch einen 
iMIlm festen l^nnkt j'. Dieser Punkt y ist der Durchschnitt der Diagonalen 
dt^s Mereeks^ u^eMuui die Durckscknittspunkte der beiden Geraden CA^ CB 
mit ^' bilden (,Fig. U), 

I)ll«^«or Sala bleibt auch richtige wenn A, B imaginire Durchschnitts- 
|iiinkto den KoitolHohnills ^' mit der (rernden AB sind. Der Punkt y bleibt 
rooU und «u V oonjugirl in Keiug auf J^\ Ist AB die unendlich enlfenite 
tiorad(\ M orhAll man sodann folgenden Satz von Kreisen« welcher aber ascfc 
aUgvnioUi fttr Ähnliche und Ahnlich liegende Kegelschnitte gilt: 

•^ 8tK?t. KlUI. U** Sia 
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Wenn zwei Kreise S, S' einen dritten Kreis ^ berühren, so geht der 
durch die zwei Berührungspunkte und einen Durchschnittspunkt von S und S' 
gehende Kreis durch die Mitte der Sehne von 2, welche auf der Polaren des 
andern Durchschnittspunkts von 5 und S' liegt. 

10. Zerfallt JS in die Gerade AB und eine andere Gerade L, so folgt 
weiter aus obigem Satze: 

Ist ein Viereck ABCD und eine Gerade L gegeben, und zieht man 
von einer Ecke C Gerade nach den andern Ecken Ä, B^ D des Vierecks, 
welche L in den Punkten a, h, d schneiden, so liegen die Durchschnittspnnkte 
von Aby Ba; Bd^ Db; Ad, Da auf einem durch die Punkte A, B, D gehen- 
den Kegelschnitt (folgt auch aus dem Satz von Pascal) ; und die Durchschnitte" 
punkte dieses Kegelschnitts mit L sind die Berührungspunkte f>on L mit den siwei 
Kegelschnitten^ welche dem Viereck umschrieben sind und die Gerade L berühren. 

Wird L die unendlich entfernte Gerade, so folgt, dass, wenn man durch 
je zwei Ecken eines Dreiecks ABD Parallelen zieht zu den Geraden, welche 
diese Ecken mit einem vierten Punkt C verbinden, der Durchschnittspunkt 
derselben auf demjenigen dem Dreieck ABD umschriebenen Kegelschnitt liegt, 
dessen Asymptoten parallel zu den Axen der zwei Parabeln sind, welche dem 
Viereck ABCD umschrieben werden können. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel, 
wenn das Viereck nur ausspringende Ecken hat, in welchem Falle die zwei 
Parabeln reell sind; im entgegengesetzten Falle aber Ellipse. 

Eine andere Beziehung zwischen den zwei Parabeln und der Hy- 
perbel s. (28.). 

11. Wenn in (9.) der Kegelschnitt -T die Geraden CA, CB in A und 
B berührt, oder mit anderen Worten, wenn die Kegelschnitte S, S' durch 
den Pol der gemeinschaftlichen Sehne AB in Bezug auf 2 gehen, so föllt 
der Punkt y auf AB; in diesem Falle liegt also auch der vierte Durchschnitts- 
punkt D von 5 und S' auf der Geraden, welche die zwei Berührungspunkte 
M, M' verbindet. 

Hieraus folgt insbesondere: Legt man durch den Mittelpunkt eines Kegel- 
schnitts JS zwei Kegelschnitte, die ihm Ähnlich und öhnlich liegend sind und 
ihn berühren, so liegen die zwei Berührungspunkte und der zweite Durch- 
schnittspunkt derselben auf einer Geraden. 

12. Die involutorischen Eigenschaften des vollständigen Vierecks über- 
tragen sich in folgender Weise. Der Satz, dass jede Transversale die Seiten 
und die Diagonalen eines Vierecks in sechs Punkten schneidet, welche in In- 
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Tolution sind, giebt, wenn man die Punkte als Pole, die Geraden als Pol- 
linien auffasst: 

a) Wenn vier Gerade gegeben sind und man beschreibt die sechs 
einem Dreieck ABC eingeschriebenen Kegelschnitte, welche je zwei dieser 
Geraden berühren, so sind die Tangenten, welche diese sechs Kegelschnitte 
mit irgend einem andern dem Dreieck ABC eingeschriebenen Kegelschnitt SS 
gemein haben, auf diesem in Involution. 

Da ferner jede Dreiecksseite in der ursprQnglichen Figur in Punkten 
geschnitten wird, welche in Involution sind, so folgt, dass die BerQhrnngs- 
punkte der sechs Kegelschnitte auf jeder Dreiecksseite ebenfalls in Involution 
sind. — Betrachtet man aber in dem Satze, von dem wir ausgegangen, die 
Geraden als Polare, die Punkte als Polarpunkte, so ergiebt sich: 

bj Wenn vier einem Dreieck umschriebene Kegelschnitte gegeben 
sind, und man legt durch den (vierten) Durchschnittspunkt je zweier derselben 
und einen beliebigen andern Punkt M umschriebene Kegelschnitte, so schneiden 
sich diese sechs Kegelschnitte in Involution. — Die sechs Geraden, welche 
von einer Ecke des Dreiecks nach den Durchschnittspunkten der vier Kegel- 
schnitte gehen, bilden ebenfalls eine Involution. — 

Geht man von dem reciproken Satze aus: „Die sechs Geraden, welche 
von einem Punkte nach den vier Ecken und den zwei Durchschnittspunkten 
der Gegenseiten eines Vierecks gezogen sind, sind in Involution^% so erhält 
man die zu q) und b) reciproken Sätze. 

13. In dem Satze q) und dem reciproken Satze ist das Theorem von 
Destnrgves und das reciproke Theorem als specielle Falle enthalten (14,2). 
Durch Uebertragung dieses Theorems erhalten wir noch folgende Ergänzungen 
zu den vorigen Sätzen: 

a) Wenn in dem Satze (12, a) die vier Geraden Tangenten sind eines 
Kegelschnitts S, der zwei Seiten des Dreiecks ABC berührt, so sind die zwei 
andern gemeinsamen Tangenten von S und ^auch ein Paar derselben Involution. 
Die Gerade Ly auf welcher sich die Tangentenpaare der Involution schneiden 
(14, i), geht mithin durch den DurchschniKspunkt dieser zwei Tangenten. 

Gehen in demselben Satze die vier Geraden durch einen Punkt M, 
so geht die Gerade L durch denselben Punkt M. 

b) Wenn in dem Satze (12,6) die vier dem Dreieck umschriebenen 
Kegelschnitte irgend einen Kegelschnitt S^ der durch zwei Ecken des Dreiecks 
geht, (oder eine beliebige Gerade L) berühren, so bilden die zwei umschrie- 
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benen Kegelschnitte, welche durch den Punkt M gehen und S (oder L) be- 
rühren, auch ein Paar des involutorischen Kegelschnittbüschels. 

14. 1) Wenn in dem Satze (12, a) drei der vier Geraden durch 
die Ecken des Dreiecks ABC gehen, so verwandelt sich derselbe in den fun«- 
damentalen Satz: ,,Drei Tangentenpaare eines Kegelschnitts, welche sich auf 
einer Geraden schneiden, sind auf dem Kegelschnitt in Involution.^^ 

Ebenso folgt aus dem zu (12, a) reciproken Satze, wenn drei der vier 
Punkte auf den Seiten des Dreiecks ABC liegen: „Die Endpunkte dreier 
Sehnen eines Kegelschnitts, welche durch einen Punkt gehen, sind in In- 
volution.^^ 

2) Wenn aber in demselben Satze nur zwei der vier Punkte auf 
Seiten des Dreiecks liegen, nämlich auf AC, BC^ die beiden andern Punkte ^^ 
M^ aber beliebig, so erhält man den bekannten Satz: „Wenn ein Kegelschnitt 
V durch zwei gegenüberliegende Ecken A, B eines Vierecks AMBM* geht, 
so wird derselbe von den gegenüberliegenden Seiten des Vierecks und irgend 
einem dem Viereck umschriebenen Kegelschnitt in Punlitepaaren geschnitten, 
welche in Involution sind", woraus weiter folgt, dass überhaupt drei Kegel-- 
schnitte, welche einem Viereck umschrieben sind, einen Kegelschnitt V, der durch 
zwei Ecken des Vierecks geht, in Punkten schneiden, welche in Involution sind. 

3) Liegt endlich nur einer der vier Punkte auf einer Seite des Drei- 
ecks, so geht der Satz in folgenden über: 

Wenn drei Kegelschnitte einem Dreieck ABC umschrieben sind, so 
schneiden sich in jeder Ecke des Dreiecks die drei Kegelschnitte und die drei 
von dieser Ecke ausgehenden Durchschnittssebnen in Involution; und jeder 
andere dem Dreieck umschriebene Kegelschnitt V wird von den drei Kegel- 
schnitten und den drei Sehnen in Punkten geschnitten, welche auf ihm in In- 
volution sind. — Dio Sehnen von Y, welche die Punktepaare der Involution 
verbinden, schneiden sich nach obigem Satze in einem Punkte ia; liegen die 
drei vierten Durchschnittspunkte der drei Kegelschnitte in einer Geraden, so 
liegt der Punkt ,ie auf dieser Geraden vermöge des zu (13,a) reciproken 
Satzes. 

15. Es ist aus analytischen Gründen klar, dass, wenn die Sätze (12.) 
Statt haben für ein reelles Dreieck ABC^ sie auch gelten, wenn zwei Ecken 
A^ B als Durchschnittspunkte eines Kegelschnitts mit einer Geraden betrachtet 
werden, in welchem Falle sie auch conjugirt imaginäre Punkte sein können. 
Nimmt man für ^^ B die unendlich entfernten imaginären Kreispunkte, so 
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erhfilt man folgende Sätze von Kreisen, welche aber auch für ähnliche und 
ähnlich liegende Kegelschnitte überhaupt Gfiltigkeit haben. 

Wenn durch je zwei von vier Punkten Kreise gelegt werden, die sich 
in einem Punkte C schneiden, so schneiden sich diese sechs Kreise in In- 
volution. Ihre Durchschnittspunkte mit irgend einem andern durch C gehenden 
Kreise ^ sind auf demselben in Involution. Liegen die vier Punkte auf einer 
Geraden L, so schneiden sich die Verbindungslinien der Punktepaare der In- 
volution auf L; liegen die vier Punkte auf einem Kreise S, so schneiden sich 
diese Verbindungslinien auf der gemeinsamen Sehne von S und JS*. — 

Drei Kreise, welche durch einen Punkt C gehen, und ihre drei Durch- 
schnittssehnen schneiden sich in Involution und bestimmen auf jedem durch C 
gehenden Kreise sechs Punkte in Involution. Liegen die drei zweiten Durch- 
schnittspunkte der Kreise auf einer Geraden, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der involutorischen Punktepaare auf derselben Geraden. — 

Gehen vier Kreise durch einen Punkt C, so sind ihre sechs Durch- 
schnittssehnen in Involution. Die durch ihre zweiten Durchschnittspunkte, den 
Punkt C und einen beliebigen Punkt M gehenden sechs Kreise schneiden sich 
in Involution; berühren die vier Kreise eine Gerade L oder einen Kreis S, 
so bilden die zwei durch C und M gehenden Kreise, welche L oder S be- 
rühren, auch ein Paar der Involution. — 

16. Kegelschnitte, welche einen Brennpunkt und eine Tangente gemein 
haben, sind einem Dreieck eingeschrieben. Hiernach ergeben sich entsprechende 
Sätze über Kegelschnitte mit einem gemeinsamen Brennpunkt. So folgt aus 
dem zu (12,6) reciproken Satze: 

Die gemeinschaftlichen Tangenten je zweier von vier Kegelschnitten, 
welche einen Brennpunkt und eine Tangente gemein haben, bestimmen auf 
dieser Tangente eine Involution u. s. f. — Also speziell: Die gemeinschaft- 
lichen Tangenten je zweier von vier Parabeln mit gemeinsamem Brennpunkt 
haben die Richtung von sechs Geraden in Involution. 

Ebenso folgt aus dem zu (14,3) reciproken Satze: Wenn drei Kegel- 
schnitte einen Brennpunkt und eine Tangente L gemein haben, so sind anf 
letzterer die Berührungspunkte und die Durchschnittspunkte der andern gemein- 
samen Tangenten je zweier Kegelschnitte in Involution. — Und insbesondere: 
Die gemeinsamen Tangenten je zweier von drei Parabeln mit demselben Brenn- 
punkt und die Axen derselben haben die Richtung von sechs Geraden in In- 
volution. 
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. 17. Seien 5^ 5' zwei dem Dreieck ABC eingeschriebene Kegelschnitte, 
s ein Kegelschnitt, der die zwei Seiten AC, BC des Dreiecks berührt. Seien 
ferner t, t^ die zwei andern gemeinschafllichen Tangenten von s und S^ und 
t\ fi die von s und S\ Beschreibt man nun einen eingeschriebenen Kegel- 
schnitt 2, der zwei der vier Geraden t^ ti , t\ t\ , nfimlich t, t berührt, und 
einen eingeschriebenen Kegelschnitt 2\ der die zwei andern Geraden t|, iy 
berührt, so sind die (vierten) Tangenten, welche irgend ein anderer einge- 
schriebener Kegelschnitt @ mit S^ S\ 2^ 2' gemein hat, in Involution mit 
den zwei Tangenten, welche @ mit s gemein hat (13,a). Seien T, T diese 
(vierten) Tangenten, welche @ mit S und S' gemein hat, und T, T' die Tan- 
genten, welche @ mit 2! und JE* gemein hat; sei ferner s* ein Kegelschnitt, 
der, wie s^ die zwei Seiten AC, BC des Dreiecks berührt und ausserdem die 
zwei Geraden T, T; so sind nach dem Vorigen die beiden Tangenten T, T' 
auf ® in Involution mit den Tangentenpaaren, welche ® mit 8 und mit s' 
gemein hat, und da ® zwei Seiten des Vierecks berührt, welches den beiden 
Kegelschnitten s, s' umschrieben ist, nämlich die Seiten AC, BC, so folgt aus 
dem zu (14,2) reciproken Satze, dass die beiden Geraden T, T' einen Kegel- 
schnitt a berühren, der demselben Viereck eingeschrieben ist, welchem s und 
s' eingeschrieben sind. — Der Kegelschnitt s' hat aber mit jedem der Kegel- 
schnitte Sy S' noch eine Tangente gemein. Sind T^ , Ti diese Tangenten und 
®' der eingeschriebene Kegelschnitt, der sie berührt, so folgt ebenso, dass 
die zwei (vierten) Tangenten T, , Tj, welche ©' mit -2" und -S" gemein hat, 
einen Kegelschnitt a' berühren, der demselben Viereck eingeschrieben ist, 
welchem s und s eingeschrieben sind. Die beiden Kegelschnitte a und a' 
fallen aber zusammen. Denn geht man, statt von dem Kegelschnitt s, von s 
ans, so vertauschen die Kegelschnittpaare ^^ 2:' und ®, ®' ihre Rollen, und 
es ergiebt sich, dass die Tangenten T^ T^, welche ^ mit ® und @' gemein 
hat, auch einen Kegelschnitt, der demselben Viereck eingeschriebeq ist, be- 
rühren. Da nun ein solcher Kegelschnitt durch eine Tangente T schon bestimmt 
ist, so folgt, dass o und & zusammenfallen. Also: 

Sind S, S' zwei dem Dreieck ABC eingeschriebene Kegelschnitte; «, s 
zwei Kegelschnitte y welche zwei Seiten AC, BC des Dreiecks berühren; t^ ti, 
(y t'i die gemeinsamen Tangenten eon s mit S und S'; T, T', Ti, T/ die ge^ 
meinsamen Tangenten eon s' mit S und S'; sind femer 2y 2' zwei andere 
eingeschriebene Kegelschnitte, welche die Tangenten t, /', ti , t'i paarweise be- 
rühren , und @, @' zwei eingeschriebene Kegelschnitte, welche die Tangenten 
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Tj Ty Ti , Ti paarweise berühren, so berühren die (tderlen) Tangenten, welche 
jeder der KegelschniUe 2, S' mit jedem der Kegelschnitte ©^ ©' gemein 
haben, und die der gemeinsamen Tangenten eon s und s* einen und denselben 
Kegelschnitt. 

18. In dem yorhergehenden Salze kann einer der Kegelschnitte S, S' 
in Ponktepaare zerfallen, nämlich in eine Ecke des Dreiecks ABC und einen 
Punkt auf der gegenüberliegenden Seile ; in diesem Falle zerfällt wenigstens je 
einer der Kegelschnitte 2:, 2' und (S, ®' ebenfalls in ein solches Punktepaar. 

Es kann ferner S' mit S zusammenfallen, in welchem Falle je zwei 
der Tangenten / auf s und je zwei der Tangenten T auf s' zusammenfallen; 
dann berühren 2^ 2' den Kegelschnitt s, ebenso wie @, @' den Kegelschnitt 
s', in den Berührungspunkten dieser Tangenten. 

Endlich kann auch einer der Kegelschnitte s, s in ein Punktepaar zer- 
fallen, oder beide. Zerfällt z. B. s in die Ecke C und einen beliebigen Punkt 
M, so sind als die vier gemeinsamen Tangenten von s, s die zwei Dreiecks- 
seiten CA, CB und die von IT an ^ gezogenen Tangenten zu betrachten. Zer- 
fällt aber zugleich auch s auf dieselbe Weise in die Ecke C und einen be- 
liebigen andern Punkt N, dann treten in obigem Satze die Punkte M, N an 
die Stelle von s, s', und er ändert sich in folgenden ab: 

Sind M, N zwei beliebige Punkte; S, S' zwei einem Dreieck ABC ein^ 
geschriebene Kegelschnitte; t, <i, t', ti die eom Punkte M, dagegen T, Ti, T', Tl 
die eon N an S und S' gezogenen Tangenten, und sind -2", 2', (B, & zwei 
andere dem Dreieck eingeschriebene Kegelschnittpaare, von denen das erstere 
die Geraden t, das letztere die Geraden T paarweise berührt, so schneiden sich 
die edierten) Tangenten, welche jeder der Kegelschnitte 2, JS" mit jedem der 
Kegelschnitte (S>, ®' gemein hat, in einem und demselben Punkte /ti auf der 
Geraden MN. 

10. Fallen in dem letzten Salze iSund5' zusammen, so wird derselbe: 

Wenn von zwei Punkten M, N an einen dem Dreieck ABC eingeschrie- 
benen Kegelschnitt S Tangenten gezogen werden und JS, -2" die eingeschriebenen 
Kegelschnitte sind, welche die von M ausgehenden Tangenten in M selbst berüh- 
ren; @, @' eingeschriebene Kegelschnitte, welche die von N ausgehenden Tangen- 
ten in N selbst berühren, so schneiden sich die vierten Tangenten, welche 2 
und 2* nUt ® und & gemein haben, in demselben Punkt ja auf der Geraden MN. 

Zusatz. Zerfällt S in zwei Punkte, nämlich die Ecke C und einen 
Punkt C auf AB^ §o zerfällt auch ein JS und ein @ in ähnlicher Weise in 
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Ponktepaare, und es treten an die Stelle dieser Kegpelschnitte im vorigen Satze 
diejenigen Punkte d, rf' von AB^ welche mit MC und NC in gerader Linie 
liegen. Auf den hieraus sich ergebenden Satz werde ich später zurück- 
kommen (21.)* 

20. Fällt in (18.) der Punkt M in einen der Durchschnittspunkte der 
Kegelschnitte S, S'^ so fallen die zwei Tangenten t, ti zusammen, ebenso die 
zwei Tangenten t'^ t'i und folglich auch die zwei Kegelschnitte 2, 2\ Dann 
fallen aber auch auf @ die Tangenten T, T' zusammen, welche dieser Kegel- 
schnitt mit 2 und 2* gemein hat, und ebenso auf ©' die Tangenten Ti, Tj, 
welche & mit 2 und 2* gemein hat. Der Punkt /^ also auf MN^ in welchem 
sich, die Tangenten T, T', T,, TI schneiden, liegt sowohl auf © als auf ©' 
und ist mithin ein Durchschnitlspunkt von @ und @'. Ein Durchschnittspunkt 
fi also von @ und @' und ein Durchschnittspunkt M von jS un4 S' liegen 
in gerader Linie mit A^^ und die an den Punkten //^ M an diese Kegelschnitte 
gezogenen Tangenten berühren 2. Die von iV an jS und S gezogenen Tan- 
genten können aber auf drei verschiedene Weisen paarweise zusammenge- 
fasst werden. Ist (T, a' dass dritte Kegelschnittpaar, welches diese Tangenten 
beröhrt, so können wir in dem Vorigen ®, @' durch a^ & ersetzen. Ein 
Durchschnittspunkt von a und a' liegt also auf derselben Geraden MN, Also: 

Sind Ty Ti^ T\ T,' der durch einen Punkt N gehende Gerade^ so 
liegen die Durchschnittspunkte jedes der drei Paare von Kegelschnitten S, S', 
@, ©', OyO'y welche einem Dreiecke ABC eingeschrieben sind und diese Ge- 
raden paarweise berühren, auf denselben vier durch N gellenden Geraden L, L', 
L\ L"\ Auf jeder dieser Geraden liegen nämlich drei Durchschnittspunkte, 
den drei verschiedenen Kegelschnittpaaren angehörig, und die sechs Tangenten 
der Kegelschnitte in den drei, auf derselben Geraden L liegenden Durclischnitts- 
punkten berühren einen und denselben dem Dreieck ABC eingeschriebenen 
Kegelschnitt 2 (und sind auf demselben in Involution). S. auch (22.). 

21. Geht eine der Geraden T durch eine Ecke C des Dreiecks ABC, 
so zerfällt je ein Kegelschnitt von den drei Paaren S,S', ©, ©', o,o' in 
zwei Punkte, nämlich den Punkt C und denjenigen Punkt auf ^ß^ in welchem 
die andere Gerade T, welc^ie der Kegelschnitt berührt^ sie schneidet. Dann 
geht der Satz in folgenden über : 

Sind T, T, T" drei durch einen Punkt iV gehende Gerade; S, S, S" 
drei einem Dreieck ABC eingeschriebene Kegelschnitte, welche je zwei dieser 
Geraden berühren, nämlich nach der Reihe T,T*; T'\T; T,T, und man 
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sieht von einer Ecke C des Dreiecks Gerade nach den Punkten d, (f, d'\ 
in welchen die Geraden T, T, T" die gegenäberliegende Seile AB treffen^ 
so liegen die Durchschnittsponkte yon S mit Cd, von S' mit Cd' und von 
S" mit Cd" auf zwei durch N gehenden Geraden L, L\ 

Der Kegelschnitt 2 berührt in diesem Falle die Geraden Cd, Cd!, Cd[\ 
Er zerfällt also in den Punkt C und einen Punkt n auf ^R Also: Die Tan- 
genten der drei Kegelschnitte S, S\ S" in den Durchschnittspunkten, welche 
auf derselben Geraden L{V) liegen, schneiden sich in einem Punkt n{n') der 
Seite AB, 

Betrachtet man nur zwei der drei Kegelschnitte, so Ifisst sich der 
Satz in anderer Form aussprechen: 

Sind S, S' JBwei einem Vierseit ABFG eingeechriebene Kegelschnitte, 
und man zieht von irgend einem Punkt N einer Seite die andern Tangenten 
eon S, S' , welche eine zweite Seite AB resp. in d und d treffen, und ist 
C der DurchschnUtspunkt der dritten und vierten Seite des Vierseits, so liegen 
die Durchschnittspunkte a, ß eon Cd mit S und die Durchschnittspunkte a, ß 
von Cd mit S' paarweise auf zwei durch N gehenden Gereden L, L, und die 
Tangenten von S und S' an den auf derselben Geraden L{L) liegenden Punkten 
schneiden sich in einem Punkt n{n) der Seite AB. (Fig. 4). 

Der umgekehrte Satz ergiebt sich ummittelbar aus (19. Zus.) und lautet: 
ÜAeht man von einem Punkt n auf einer Seite AB des Vierseits Tangenten 
an S und S* , durch die Berührungspunkte a auf S und a* auf S' Gerade nach 
dem Durchschnittspunkt C zweier andern Seiten und von den Punkten d\ d, 
wo diese Geraden die Seite AB treffen, Tangenten resp, an S' und S, so 
schneiden sich diese Tangenten in einem Punkt N der vierten Seite des Vierseits 
zugleich mit der Geraden aa, — Nach dem erstem Salze ersieht man aber, 
dass dann auch die zweiten Durchschnittspunkte ß, (f, welche Cd mit S und 
Cd mit S* bilden, in einer Geraden mit dem Punkt N liegen, und dass die 
Tangenten in diesen Punkten ß, ß' sich in einem Punkt v! auf AB schneiden. 

Jedem Punkt N auf einer Seite des Vierseits entsprechen mithin zwei 
Punkte n, n auf der andern Seite, während jedem Punkt n nur ein Punkt iV 
entspricht. Die Punktepaare n, vi , welche den Punkten iV der ersten Seite 
entsprechen, sind also in Involution. Fällt iV in den Durchschnittspunkt mit 
AC oder BC , so fallen n und n resp. in A oder B zusammen. A und B 
sind also die Doppelpunkte der Involution, und h und n liegen harmonisch zu 
den Punkten A, B. 
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Zusatz 1. Aus diesen Salzen ergeben sich spezielle Falle, wenn N 
oder n in den Berührungspunkt eines der Kegelschnitte fällt; andere, wenn 
N oder n in den Durchschnittspunkt E von AB und FG fällt. Rückt der 
Punkt N auf FG nach E^ so werden die Punkte rf, rf' die Berührungspunkte 
von S und S' auf ^B; rückt aber ein Punkt n auf FG nach i?^ so fallen die 
Punkte a^ a! mit diesen Berührungspunkten zusammen. Also: 

Sind Sy S! dem Vierseit ABFG eingeschrieben ; d, d! ihre Berührungs- 
punkte auf einer Seite AB; C und E die Durchschnittspunkte der Gegenseiten, 
so liegen die Durchschnittspunkte a^ ß^ a\ ß* von Cd' mit iS und von Cd mit 
S paarweise in gerader Linie mit E, und die Tangenten in. diesen Punkte- 
paaren, welche mit E in einer Geraden liegen, schneiden sich auf AB in zwei 
zu A und B harmonischen Punkten n, n ; sind ferner y^ y' die Punkte, in 
welchen Cd das Sy und Cd' das S' zum zweiten Male trifft, und 8 , (V die 
Durchschnittspunkte von Cd und Cd' mit FG, so schneiden sich die von d' an 
iS und von d an S' gezogenen Tangenten ebenfalls auf AB in einem Punkt v^ 
der in gerader Linie liegt mit y und y^ und die Tangenten in y und y 
schneiden sich auf FG in einem Punkt s^ der zu E harmonisch liegt in Bezug 
auf F, G. (Fig. 5.) 

Zusatz 2. Fallen die beiden Seiten AC, BC zusammen, so dass sich 
die beiden Kegelschnitte in C berühren, so tritt keine wesentliche Modification 
obiger Sötze ein. Fallen aber die beiden Geraden AB und FG zusammen, 
so dass E Berührungspunkt von S und S' wird,, so fallen auch die beiden 
Geraden Cd^ Cef zusammen und es folgt: 

Berühren sich S und S' in E und ist AB Tangente im Berührungs- 
punkt, CA und CB die zwei andern gemeinsamen Tangenten von S und S\ 
und man zieht durch C irgend eine Gerade, welche 5 in den Punkten a, ßy 
8' in den Punkten «', ß' schneidet, so schneiden sich die Tangenten in a, «', /?, ß' 
paarweise auf AB in Punkten n, fi ^ welche zu A und B harmonisch liegen. 

22. Fällt in dem Satze (20.) der Punkt iV in einen Durchschnitts- 
punkt der Kegelschnitte S^ S\ so fallen die Tangenten 7, Ti und ebenso die 
Tangenten T\ T\ zusammen und mithin auch die Kegelschnitte @, @', und 
drei ihrer Durchschnittspunkte fallen mit den Berührungspunkten von ® auf 
den Dreiecksseiten zusammen. Hieraus folgt: 

iSifid S, S' itcei einem Dreieck eingeschriebene Kegelschnitte; T, T 
ihre Tangenten in einem ihrer Durchschnittspunkte N, und ist @ der einge^ 
sehrieb ene Kegelschnitt, der T und T berührt, so liegen die Berührungspunkte 
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von ® mit den Dreiecksseiten auf den eon N ausgehenden gemeinsamen Sehnen 
f>on S und S\ 

Aus diesem Satze ersieht man, dass in dem Satze (20.) in jedem der 
drei Kegelscbnittpaare S^S', @, ®'^ a, (f die drei gemeinsamen Sehnen, 
welche von dem auf derselben Geraden h liegenden Durcbschnittspunkt aus- 
gehen, durch die Berflhrungspunkte des Kegelschnitts 2 auf den Seiten des 
Dreiecks gehen. Die sechs gemeinsamen Sehnen jedes dieser Kegelschniltpaare 
gehen also durch dieselben sechs Punkte auf den Seiten des Dreiecks ABC. 
In jedem dieser sechs Punkte berühren zwei der vier Kegelschnitte 2y welche 
zu den vier Geraden L, L\ L", L'" gehören. 

23. Die Sfttze (17. — 22.) lassen sich anwenden auf Kegelschnitte mit 
einem gemeinsamen Brennpunkt. Nimmt man in dem allgemeinen Satze (17.) 
für CA, CB die nach den unendlich entfernten Kreispunkten gehenden Geraden, 
so wird C der gemeinsame Brennpunkt sammtlicher Kegelschnitte; Sy S', 2, 2\ 
®, & berühren ausserdem die Gerade AB, Der Satz sagt sodann aus, dass 
die zweiten gemeinsamen Tangenten jedes der Kegelschnitte 2, 2' mit jedem 
der Kegelschnitte ®, ©' und die zwei gemeinsamen Tangenten von Sy s' einen 
Kegelschnitt berühren, welcher denselben Brennpunkt C hat. 

Wenn man in demselben Satze (17.) S und S' in Punktepaare ^^ ^' und 
B, B' zerfallen lässt, wo A'y B' beliebige Punkte auf BCy AC resp. sind, so 
kann man für JS den Kegelschnitt nehmen,* der die von diesen Punkten A'y ff 
an s gezogenen Tangenten berührt, und für @ den Kegelschnitt, welcher die 
von denselben Punkten an s' gezogenen Tangenten berührt, während 2' und 
®' in die Punktepaare Ay B zerfallen. Dann erhält man den speciellen Satz, 
dass, wenn zwei Vierecke drei Ecken gemein haben, und in jedes ein Kegel* 
schnittpaar Sy 2 und s'y @ eingeschrieben ist, die gemeinsamen Tangenten von 
s und s* und die von 2 und @ einen andern Kegelschnitt a berühren. Hieraus 
kann man folgern: 

Die gemeinsamen Tangenten zweier Kegelschnitte Sy s\ welche einen 
Brennpunkt gemein haben, und die zwei gemeinsamen Tangenten zweier zu 
diesen confocalen Kegelschnitte 2y @ berühren einen Kegelschnitt a mit dem- 
selben Brennpunkt. 

Da, wenn zwei Kegelschnitte einen Brennpunkt gemein haben, sich ihre 
gemeinsamen Tangenten auf der Geraden schneiden, welche die zwei andern 
Brennpunkte verbindet, so folgt, dass der zweite Brennpunkt von o auf der 
Geraden liegt, welche die zweiten Brennpunkte von s und J verbindet. Als 
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specieller Fall ergiebt sich aus dem yorigen Satze: Haben zwei Kegelschnitte 
8j B* einen gemeinsamen Brennpunkt C, so berfihren die vom zweiten Brenn- 
punkt jedes dieser Kegelschnitte an den andern Kegelschnitt gezogenen Tan* 
genten einen Kegelschnitt mit demselben Brennpunkt C. — 

Andere einfache Sätze Ober zwei Kegelschnitte mit einem gemeinsamen 
Brennpunkt ergeben sich aus (21.)? wenn man daselbst C als gemeinsamen 
Brennpunkt der zwei Kegelschnitte S und S' betrachtet. Nur ist hiebei zu 
bemerken, dass die Geraden Cn^ Cn\ welche harmonisch sind zu den nach 
den unendlich entfernten Kreispunkten laufenden Geraden CA, CB, auf ein- 
ander senkrecht stehen. Dasselbe gilt von den Geraden Ce^ CE in dem 
Zus. 1. Hierin ist der Satz enthalten, dass die Tangenten an den Endpunkten 
einer Focalsehne irgend eine andere Tangente des Kegelschnitts in zwei Punkten 
Uy n' schneiden, welche vom Brennpunkt unter einem rechten Winkel gesehen 
werden. Beispielsweise fflhre ich den speciellen Satz an, der sich aus dem 
dortigen Zus. 1. für zwei confocale Parabeln ergiebt, wenn man von den Be- 
rührungspunkten auf der unendlich entfernten Geraden ausgeht: 

Seien S, S' die zwei Parabeln, C ihr gemeinsamer Brennpunkt. Die 
Punkte, in welchen die Axe von 5 das S' schneidet, und die Punkte, in 
welchen die Axe von S' das S schneidet, liegen paarweise auf Parallelen 
zur gemeinsamen Tangente von S und S' , und die Tangenten an den zwei 
auf derselben Parallele liegenden Punkten sind parallel (die Richtungen der 
parallelen Tangentenpaare aber senkrecht zu einander); und sind d, S* die 
Punkte, in welchen die Axen von S und S* die gemeinsame Tangente treffen, 
so sind die von d an S' und von d* an S gezogenen Tangenten parallel zu 
der Geraden, welche die Scheitel der zwei Parabeln verbindet, und die Tan- 
genten an diesen Scheiteln schneiden sich auf der gemeinsamen Tangente in 
dem Punkte, wo das vom Brennpunkt auf dieselbe gefällte Loth sie trifft. 

Ebenso schliesst man aus (22.): Haben die drei Kegelschnitte S,S\(B 
einen gemeinsamen Brennpunkt nnd eine gemeinsame Tangente AB, und be- 
rührt @ die an S und S' an einem ihrer Durchschnittspunkte, N, gezogenen 
Tangenten, so berührt ® die gemeinsame Tangente AB in dem Punkte, wo 
die gemeinsame Sehne von S und S* sie schneidet. — Also insbesondere: 
Die Axe derjenigen Parabel, welche mit zwei confocalen Parabeln S^ S* den- 
selben Brennpunkt hat und die an S und S' in einem ihrer Durchschnitts- 
punkte gezogenen Tangenten berührt, ist parallel zu der DurchschnittssehDe 
der zwei Parabeln S, 8'. 

40» 
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24. Der zu (17.) reeiproke Satz lautet: Sind S, S' zwei einem Dreieck 
ABC umschriebene Kegelschnitte; s, s' zwei Kegelschnitte^ welche durch zwei 
Ecken A, B desselben gehen; 2^ 2* zwei umschriebene Kegelschnitte^ welche 
durch die Durchschnittspunkte a, b, a\ V eon s mit S und S\ paarweise ge- 
nommen, gehen; (S, @' zwei umschriebene Kegelschnitte, welche durch die 
Durchschnittspunkte a, ß, a\ ß* eon s' mit S und S', paarweise genommen, 
gehen, so liegen die eierten Durchschnittspunkte eon jedem der Kegelschnitte 
2., -5" mit jedem der Kegelschnitte ®, ®' auf einem Kegelschnitt, der durch 
die eier Durclischnittspunkte eon s und s' geht. 

25. Treten an die Stelle der beiden Kegelschnitte s, s' zwei Gerade 
M, N, so ändert sich der vorige Satz dahin ab, dass die eierten Durchschnitts- 
punkte eon jedem der Kegelschnitte 2, 2' mit jedem der Kegelschnitte @, ©' 
auf einer Geraden L liegen, welche durch den Durchschnittspunkt eon M und 
N geht. 

Die zwei Kegelschnitte S, S' können zusammenfallen, dann berühren 
-2* und -5" die Gerade M; @ und ©' die Gerade N in den Punkten, wo diese 
Geraden den umschriebenen Kegelschnitt S schneiden. 

26. Ist in dem vorigen Satze die Gerade M gemeinsame Tangente 
von S und S', so erhält man den zu (20.) reciproken Satz, nämlich: 

Sind a, ß, a\ [f eier Punkte auf einer Geraden N und S, S', @, ©', 
a, a' drei Paare eon Kegelschnitten , welche einem Dreieck ABC umschrieben 
sind und durch diese Punkte, paarweise genommen, gehen, so treffen die ge- 
meinsamen Tangenten eon jedem dieser Kegelschnittpaare die Gerade N in 
denselben eier Punkten m, m', m", m"'; und die sechs Berührungspunkte der 
sich in demselben Punkt m schneidenden drei Tangenten liegen auf einem dem 
Dreieck ABC umschriebenen Kegelschnitt JS (und sind folglich auf diesem in 
Involution). S. hiezu (28.). 

Ist insbesondere N die unendlich entfernte Gerade, so folgt: Sind S, S', 
@, ®', a, d drei Paare einem Dreieck umschriebener Hyperbeln, deren 
Asymptoten parallel sind zu vier gegebenen Geraden, paarweise genommen, 
so haben die gemeinsamen Tangenten jedes dieser Paare dieselben Richtungen, 
und die sechs Berührungspunkte der drei Tangenten, welche dieselbe Richtung 
haben, liegen auf einem dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt 2. 

27. Liegt einer der Punkte a, ß, a! , ß* auf der Dreiecksseite AB, so 
zerfällt ein S, ein @ und ein a in eben diese Seite und eine durch C gehende 
Gerade. In gleicher Weise zerfällt 2; denn drei der sechs Berührungspunkte, 
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durch welche S geht, liegen auf AB. Zieht man von den drei ährig blei* 
benden Kegelschnitten nur zwei in Betracht, so ergiebt sich folgender Satz, 
reciprok zu (21.).' 

Sind Ay By C, D die vier Durckschnittspunkte zweier Kegelschnitte S, S\ 
und zieht man durch einen derselben , D, eine beliebige Gerade iV, welche S 
in a, S' in a' trifft; zieht sodann Ca^ Ca'^ welche die gemeinsame Sehne AB 
in m und ni treffen^ so schneiden sich die von m an S' und von m' an S ge- 
zogenen Tangenten zu zweien auf der Geraden N, und die Berührungspunkte 
der zwei sich auf N schneidenden Tangentenpctare liegen auf zwei Geraden 
n^ n\ welche durch C gehen und AB harmonisch theilen. (Fig. 6.) 

Der umgekehrte Satz gilt ebenfalls, nämlich: Zieht man durch einen 
Durchschnittspunkt C eine Gerade n und in den Punkten, wo sie S und jS' 
schneidet, Tangenten u. s. w. 

Zusatz. LSsst man in diesen Sätzen zuerst N, dann n mit der Sehne 
CD zusammenfallen, so folgt: Sind m^m' die Punkte, in welchen die Tangenten 
von 5 und 5' an einem ihrer Durchschnittspunkte, C^ eine gemeinsame Sehne 
AB treffen, so schneiden sich die von m an S' und von m' an S gezogenen 
Tangenten zu zweien auf der andern gemeinsamen Sehne CD, und ihre Berüh- 
rungspunkte liegen auf zwei Geraden n, fi , welche durch C gehen und AB 
harmonisch theilen; ferner: die Punkte tt, a\ in welchen iS von niD und S 
von mD geschnitten wird, liegen in einer durch C gehenden Geraden v; auf 
dieser Geraden schneiden sich die zweiten von m' an 5' und von m an 5 
gezogenen Tangenten, und die Berührungspunkte y, / dieser Tangenten liegen 
auf einer durch D gehenden Geraden, welche zu DA, DB, DC die vierte 
harmonische ist. (Fig. 7.) 

28. Fallen in (26.) a, ß zusammen und ebenso a\ (i\ d. h. berührt 
die Gerade iV die Kegelschnitte S, S in a und a\ so fallen auch @ und ®' 
zusammen, und drei der gemeinsamen Tangenten von ® und @' gehen in die 
Tangenten von @ in den Ecken des Dreiecks ABC über. Also: 

Sind S, S zwei dem Dreieck ABC umschriebene Kegelschnitte, welche 
eine Gerade N berühren, und ist @ der umschriebene Kegelschnitt, welcher 
durch die Berührungspunkte a, a' geht, so gehen die Tangenten von @ in den 
Ecken A, B, C durch die Punkte n, n', n'', in welchen die Gerade N von 
den drei andern gemeinsamen Tangenten von S und S' geschnitten wird. 

Ist insbesondere N die unendlich entfernte Gerade, so folgt: Sind einem 
Dreieck zwei Parabeln umschrieben und diejenige Hyperbel, deren Asymptoten 
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parallel sind zu den Axen der Parabeln, so sind die Tangpenten der Hyperbel 
an den Ecken des Dreiecks parallel den drei gemeinsamen Tangenten der 
zwei Parabeln. 

Aus dem ersten dieser Sätze ergiebt sieh, dass in dem Satze (26.) fOr 
jedes der Kegelschnittpaare S^S'y ®9 'B\ ^5^' die drei Durchschnittspunkte 
der durch denselben Punkt m gehenden gemeinsamen Tangente mit den andern 
gemeinsamen Tangenten auf den drei Tangenten des Kegelschnitts JS in den 
Ecken A, B, C liegen. Also : Die sechs Durchschnittspunkte der gemeinsamen 
Tangenten von jedem der drei Kegelschnittpaare S, S\ @, ®\ o, & liegen 
auf denselben sechs durch die Ecken des Dreiecks ABC gehenden Geraden. 
Jede dieser sechs Geraden ist Tangente zu zweien der vier Kegelschnitte ^y 
welche zu den vier Punkten m, m\ m\ m'" gehören. — 

29. Die Satze (24. — 28.) geben entsprechende Sätze über Systeme 
von Kreisen oder ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitten überhaupt. 
So giebt (24.): Sind s^ s zwei beliebige Kreise, S und S' zwei Kreise, welche 
durch einen Punkt C gehen; JS, 2* Kreise, welche durch C und je einen 
Durchschnittspunkt von s mit S und von s mit S gehen; @, ®> Kreise, welche 
durch C und je einen Durchschnittspunkt von s mit S und von s' mit S' gehen, 
so liegen die zweiten Durchschnittspunkte von jedem der Kreise 2^ 2* mit 
jedem der Kreise @, ®' auf einem und demselben Kreis Oy der mit b und 9' 
dieselbe Radikalaxe hat. (Fig. 8.) 

Geben die Kreise s und s zugleich in Gerade über, so verwandelt sich auch 
der Kreis o in eine Gerade, welche durch den Durchschnitt von s und s' geht. — 

Ebenso folgt aus (26.): Gehen drei Paare von Kreisen S, S\ ®, @', 
Hy & durch einen Punkt C und zugleich durch vier Punkte einer Geraden iV (die 
Punkte auf verschiedene Art paarweise zusammengenommen), so schneiden die 
zwei gemeinsamen Tangenten jedes Paars die Gerade iV in denselben zwei 
Punkten m, m y und die sechs Berührungspunkte der drei durch denselben Punkt 
01(171') gehenden Tangenten liegen auf einem durch C gehenden Kreis 2{2^)\ 
und aus (28.): die zwei Kreise 2y 2' haben in C eine gemeinsame Tangente; 
auf dieser Tangente schneiden sich die zwei gemeinsamen Tangenten von jedem 
der drei Kreispaare. (Fig. 9.) 

30. In dem Satze (24.) kann der Fall eintreten, dass die vier Durch- 
schnittspunkte der Kegelschnitte 2y 2' mit den Kegelschnitten- ®, @', welche 
auf einem durch die Durchschnittspunkte von 9y s gehenden Kegelschnitt liegen, 
in einen Punkt zusammenfallen. Dieser Fall tritt ein, wenn die Kegelschnitte 
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S, S' zusammenfallen, und zugleich S durch die vierten Durchschnittspunkte 
zweier dem Dreieck ABC umschriebener Kegelschnittpaare geht, welche 9 und 
8 zugleich berühren. 

Ebenso schneiden sich in dem Satze (25.) die Kegelschnitte 2, 2\ 
@, @' in einem vierten gemeinsamen Punkte, wenn S und S' zusammenfallen, 
und S durch die vierten Durchschnittspunkte zweier dem Dreieck ABC um- 
schriebener Kegelschnittpaare geht, welche die Geraden My iV zugleich berühren. 

Dies ergiebt sich aus Folgendem. Ist S ein dem Dreieck umschriebener 
Kegelschnitt, m irgend ein Punkt auf demselben, Vy Vi das dem Dreieck um- 
schriebene Kegelschnittpaar, welches durch den Punkt m geht und eine ge- 
gebene Gerade M berührt, und Y derjenige umschriebene Kegelschnitt, welcher 
S im Punkte m harmonisch schneidet in Bezug auf Vy Fi, so geht dieser 
Kegelschnitt Y durch einen festen Punkt Py welches auch der Punkt m auf S 
sein mag. Es entsprechen nSmlich die Kegelschnitte S, Y zweien conjugirten 
Punkten Oy r eines dem Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitts fiy dessen 
Pollinie M ist, und der Punkt P entspricht der Polaren von o in Bezug auf 
fjL. Den Punkten, in welchen diese Polare /t schneidet, entsprechen die zwei 
dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitte 2y ^\ welche M in den Punkten 
berühren, in welchen der Kegelschnitt S diese Gerade schneidet. Diese beiden 
Kegelschnitte 2y ^' gehen mithin, wie Y, durch den Punkt F. 

Ist nun noch eine zweite Gerade iV gegeben, und sind Vy Ki, Fa, F3 
die vier dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitte, welche if und iV zugleich 
berühren; it»^ wie vorhin, der vierte Durchschnittspunkt von Vy Fj, ni der 
von Vi und F3, und geht S durch m und niy so ist der Punkt P der vierte 
Durchschnittspunkt von Y mit dem umschriebenen Kegelschnitt Y'^ der S in 
wi harmonisch schneidet in Bezug auf das Kegelschnittpaar Fa, F3. In diesem 
Punkte P schneiden sich aber sowohl die zwei Kegelschnitte ^y 2\ als auch 
die zwei Kegelschnitte ®, @', welche dem Dreieck umschrieben sind und die 
Gerade JV in den Punkten berühren, in welchen dieselbe von S geschnitten wird. 

Treten an die Stelle der Geraden My N zwei Kegelschnitte Sy s'y welche 
durch zwei Ecken des Dreiecks gehen, so ändert sich an dem vorigen Be- 
weise nichts, als dass statt des eingeschriebenen Kegelschnitts fi ein Kegel- 
schnitt zu setzen ist, der zwei Seiten des Dreiecks berührt. 

31. Nehmen wir den letztern allgemeinem Fall an, und legen wir durch 
den Punkt P und je einen der Punkte my m' umschriebene Kegelschnitte 
Y, Y', 80 bilden dieselben mit den zwei Paaren 2y 2' und @, & einen 
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involotorischen Böschel 13,6.,. Jeder andere dem Dreieck umschriebene 
Kegelschnilt wird also (6/ von diesen sechs Kegelschnitten in Punkten ge- 
schnitten, weiche auf ihm in Involution sind, mithin auch der Kegelschnitt S 
selbst : d. h. das Punktepaar ». m' and die Punktepaare, in welchen S die Kegel- 
schnitte s and s' schneideL sind auf S in Involution. Folglich (14,2) liegen 
die Punkte m. m aof einem Kegelschnitt, der durch die Durchschnittspunkte 
Ton s nnd s geht. Also: Simd s. s zwei Kegelschmitte ; A, B zwei Durch- 
ftkmiiispmmkie dertelbem^ so kommem dmrck A, B und einen beliebigen dritten 
Pmmki C Her KegelMthmiUe gelegt werden^ welche s mnd s zugleich berühren. 
Der rierte DmreksckmititpMmkt zweier derselben und der eierte Durchschnitts- 
pmmkt der zwei amdem Hegern auf einem Kegelseknitty der durch die eier Durch- 
srkmiUspmmkte rom s und s gekt. 

So giebi es vier Kreise, welche durch einen Punkt C gehen und zwei 
gegebene Kreise s. s' berühren. Der iweite (reelle) Durchschnittspunkt des 
einen Kreispaar? and der des andern Paars liegen auf einem Kreise, welcher 
mit s and «' dieselbe Radikalaxe hat. 

3:}. Berühren die vier Kegelschnitte nicht die zwei Kegelschnitte s, s\ 
sondern iwei Gerade Jf. .\ so folgt ans dem Umstände, dass das Punktepaar 
M« w' anf $ in involatkni ist mit den Punktepaaren, in welchen S von M und 
\ geschnitten wird« dass die Gerade mm' durch den Durchschnittspunkt von 
.If und .\ gebt Also gebt in diesem Falle der vorige Satz in folgenden über: 

iVr «mba [hnrkstkmittspmmkte der eier Kegelschnitte ^ welche einem 
l^rrWrk mmst'^rwittM zwri iierade Jf, .V zugleich berühren, liegen paarweise auf 
lt<mU(^. wfiekr dmrtk dem Durcksckmilispunkt der zwei Geraden M, N geken. 

Z US ata. Die vier Parabeln, welche einem Dreieck umschrieben eine 
sf^^betH" Gerade berAkren« haben ihre Durchschnittspunkte paarweise auf 
Gemdea« welche inr gegebenen Geraden parallel sind. 

;ül Siad. wie soeben, }\ T, und \\^ V^ zwei dem Dreieck ABC 
umschriebene KegeUcbnitIpaare. welche die zwei Geraden M, N berühren, m 
und «» ibrx' vierten Uurcbschnittspunkte und P irgend ein Punkt, so bilden die 
uM^^rtebettcn Kegelschnitte, welche durch die Punktepaare P, m und P, »' 
^x'hcM^ mit de« kegeischnittpaaren, welche dem Viereck ABCP umschrieben 
\iio iicmdc tf und die Gerade A' resp. berühren, einen involutorischen Büschel. 
Im nun / der Ourchsi^hnillspunkt von M und N, und fallt P mit / zusammen, 
^^ tollen die awei lelateru Kegelschnittpaare in je einen Kegelschnitt zu- 
iTftmini^i »Awttcli d«i^«^iti(tvii Kegelschnitte welcher if in / berührt, und den- 
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jenigen, welcher N in l berflhrt. Diese zwei Kegelschnitte schneiden sich 
also in / harmonisch mit den Kegelschnitten, welche durch die Punktepaare l, m 
und l, m gehen. Sind also /i und /if die Tangenten dieser zwei letztern 
Kegelschnitte im Punkte l, so sind fi und // harmonisch zu den Geraden 
M und N. 

Zieht man nun von m Gerade durch die Ecken A, B, C des Dreiecks 
ABC, welche die gegenüberliegenden Seiten in den Punkten a, b, c treffen, 
so ist (Fig. 10) das Dreieck abc in Bezug auf beide Kegelschnitte V, V^ con- 
jugirt. Der Durchschnittspunkt / von M und N liegt auf einer Seite dieses 
Dreiecks. Sei ac diese Seite, so ist, da b der Pol der Geraden acl ist in 
Bezug auf alle dem Viereck ABCm umschriebenen Kegelschnitte, bl die Tan- 
gente des Kegelschnitts ABCml im Punkte l, d. h. bl ist die Gerade fi, und 
da acl zu bl, M und N die vierte harmonische ist, so ist acl die Gerade /ii\ 
Macht man also von m' aus dieselbe Gonstruction, wie vorhin von m aus, und 
treten dabei die Punkte a, b\ d an die Stelle von a, b, c, so vertauschen 
die Geraden a, ,u' nur ihre Rollen, nämlich die Punkte a', c' fallen auf /u., 
und 6' auf u\ 

Sind also m, ni die vierten Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitt- 
paare V, Fl und F2, F3, welche dem Dreieck ^BO umschrieben sind und zwei 
Gerade M, N berühren, und man zieht von ihnen Gerade durch die Ecken 
des Dreiecks, so liegen die sechs Punkte, in welchen diese Geraden die 
gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks schneiden, zu dreien auf zwei Geraden 
1^9 /^'> welche durch den Durchschnittspunkt / von M und N gehen. Diese 
Geraden liegen harmonisch zu M und N und sind Tangenten der umschriebenen 
Kegelschnitte, welche resp. durch die Punktepaare m, l und m\ l gehen. 

Man könnte den Salz auch so aussprechen: In den zwei Vierecken 
ABCm und ABCm! liegen die Durchschnittspunkte der Gegenseiten und der der 
Diagonalen auf denselben zwei durch l gehenden Geraden fi, fi\ 

Ist einer der Punkte m, m* gegeben, so ist hiedurch der andere auch 
bestimmt und leicht zu construiren. 

34. Die zu (31.— 33.) reciproken Sätze lauten: 

Sind s und s* zwei Kegelschnitte^ welche zwei Seiten eines Dreiecks 
ABC berühren, so giebt es der Kegelschnitte, welche dem Dreieck eingeschrieben 
s und s' zugleich berühren. Die eierte gem^nsame Tangente zweier derselben 
und die eierte gemeinsame Tangente der beiden andern berühren einen Kegel^ 
schnitt, der dem um s und s' beschriebenen Vierseit eingeschrieben ist. 
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An die Stelle der Kegelschnitte s^ s' können beliebige Ponkte M^ N 
treten, dann wird der Satz: 

Es ffiebt eier einem Dreieck ABC eingeschriebene Kegelschnitte, welche 
durch zwei Punkte lU, N gehen. Die eierte gemeinsame Tangente zweier der- 
selben und die der zwei andern schneiden sich auf der Geraden MN. 

35. Ist T die vierte gemeinsame Tangente eines Paares, T' die des an- 
dern Paares, so gehen die sechs Diagonalen der zwei Vierseite^ welche T und 
T* mit den Dreiecksseiten bilden, zu dreien durch zwei Punkte fi, fi' auf MNy 
welche harmonisch zu den Punkten M, N liegen. Durch jeden dieser Punkte fi, ,u' 
gehen nämlich zwei Diagonalen des einen Vierseits und eine des andern Vierseits. 
Diese Punkte sind zugleich die Berührungspunkte der zwei Kegelschnitte, welche 
diesen Vierseiten eingeschrieben sind und die Gerade MN berühren. 

36. Liegen die Punkte M, N im Unendlichen, so werden die vier 
eingeschriebenen Kegelschnitte ähnliche und ähnlich liegende Hyperbeln. Es 
erhellt übrigens, dass der Satz auch noch Gültigkeit haben muss, wenn If und 
JV conjugirt imaginäre Punkte sind und nur die Gerade MN reell ist Daher 
giebt derselbe für ähnliche Kegelschnitte überhaupt: 

Sind vier ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte (z. B. Kreise) 
einem Dreieck eingeschrieben, so ist die eierte gemeinsame Tangente zweier 
derselben der eierten gemeinsamen Tangente der zwei andern parallel. 

Und : Die sechs Geraden, welche eon den Ecken des Dreiecks nach den 
Durchschnittspunkten dieser parallelen Tangenten auf den gegenüberliegenden 
Seiten gehen, sind zu dreien parallel und haben die Richtungen eon zwei con- 
jugirten Durchmessern der Kegelschnitte. 

Wie in (34.) die Punkte M, N, so können wir in (32.) und (33.) die 
Geraden M, N als conjugirt imaginär annehmen, in welchem Falle ihr Durch- 
schnittspunkt / reell bleibt. Sind dann M und N Gerade, welche nach den 
unendlich entfernten Kreispunkten gehen, so erhalten wir folgenden Satz, der 
als der reciproke des vorigen Satzes von den eingeschriebenen Kreisen zu 
betrachten ist: 

Es giebt vier Kegelschnitte^ welche einem Dreieck umschrieben einen 
gegebenen Brennpunkt gemein haben. Der eierte Durchschnittspunkt zweier 
derselben und der der zwei andern liegen auf einer durch den gemeinsamen 
Brennpunkt gehenden Geraden. 

München. Juli 1867. 
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Ein Determinantensatz. 

(Von Herrn 0. Hesse zu München.) 



»: 



JLfie Determinante A: 

(1.) A = 2±aUl---a: 

ist eine lineare Function einer beliebigen Verticalreihe und eine lineare Function 
einer beliebigen Horizontalreihe ihrer Elemente; sie ist in Rflcksicht auf beide 
Elementenreiben , die wir als Variable betrachten wollen, von der zweiten 
Ordnung, wie sich dieses in der Entwicklung der Determinante A zeigt: 

p »I» p p » 

Wenn wir nun B definiren durch die Gleichung: 

(2-) ^ = ||> 

80 lässt sich die Determinante A durch B und die variabeln Elemente so aus- 
drücken : 

Um dem rechten Theile dieser Gleichung eine andere Form bu geben, 
definiren wir das Product P aus zwei in Rflcksicht auf die variabeln Elemente 
linearen Factoren wie folgt: 



indem wir unter a und ß, wie vorhin unter p und q^ irgend welche, selbst 

gleiche, Zahlen verstehen aus der Reihe 0, 1, . . . ii. 

Man hat also: 

dB dB 



^ = 5^-^»''«' 



Es ist nnn ein bekannter Determinantensatz: 

dB dB _dB_ dB _ p a*B _ ^ d*B 

öa* dal ^"i ^«i ~ daßda^ dal^dal' 
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Multipicirt man diese Gleichong mit ala^ und addirt die Summe der 

Gleichungen, rflcksichtlich x und l genommen, zu der vorhergehenden, so er- 

hält man: 

p dB ^ dB ^ ^ j.^ d'B , ;i 

dR 

Addirt man endlich diese Gleichung zu der mit -^-j multiplicirten 

Gleichung, welche die letzte Entwicklung der Determinante A darstellte, so 
erhSlt man: 

(4.) A^+F = B^^,-B5^,;„;, 

a a au 

eine Gleichung, welche auf Grund der Definition (1.), (2.X (3.) besteht. 

Diese Determinantengleichung scheint mir wichtig besonders wegen der 
Folgerungen, die sich daraus ziehen lassen. Denn wenn B verschwindet, so 
hat man 

Es beweiset dieses den Satz: 

(6.) Wenn eine Determinante A=^2±_c^a\,..al gegeben ist, deren 

dÄ 

Unterdeterminante -3-^ eerschwindet, so verfällt die gegebene Determinante in 
zwei Factoren eon der Form: 

Um zu specialisiren , wollen wir annehmen, dass p = q = n und a = 
li= (fi— 1) seien. Alsdann wird Ä=-2'+fl{5a}...a;zl, und die ausführlich hin- 
geschriebene Gleichung (5.) ist: 



J OB „ . dB 1 , .dB ..1) 



Man wird bemerken, dass jeder der beiden Factoren des rechten Theiles 
der Gleichung sich wieder als eine Determinante darstellen lässt. 

Nimmt man ferner an, dass B eine symmetrische Determinante sei, dass 

nämlich sämmtliche Elemente in ihr 6^ = ax seien, so ist auch tt^^^* 

In diesem Falle werden die Coefßcienten in dem einen Factor den correspon- 
direnden Coefficienten des anderen Factors gleich. 
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Nimmt man endlich an, dass die Determinante A eine symmetrische 
sei, worauf hin auch die Determinante B symmetrisch sein wird, so wird der 
rechte Theil der Gleichung (7.) ein Quadrat, und man bat zu (6.) den Zusatz: 

(8.) Wenn eine Determinante A=^ ^ + ci\a\,,.a2 symmetrisch ist, und ^ 
wenn die Unterdeterminante i? = -2'+aJJa}...a"zI verschwindet , so ist die De- 
terminante A das Quadrat einer linearen homogenen Function der n Variahein 

«s = ö», »r = »i, ... <., = ar'*). 

Ich will nicht unterlassen, auf ein Paradoxon aufmerl(sam zu machen, 
welches sich mir bei Prüfung der dargelegten Determinantensätze aufdrängte. 

Wenn ich weiter keine Voraussetzungen mache, als dass in der Deter-* 
minante A sei a;; = 0, und dass i? = ^±a!!al...a;|zi, so ist die Entwickelung 
der Determinante: 

und die n^ 'Unterdeterminanten -^-j- von B, welche als Coef&cienten in der 

Entwickelung auftreten, sind eben so willkürlich als die n^ Elemente, aus 
welchen die Determinante B besteht. Ich kann daher eine jede Summe von 

der angegebenen Form, welche Werthe auch die Coefficienten -^-j haben, im 

Allgemeinen als eine Determinante A darstellen. 

Wenn ich nun, um von der Gleichung (7.) Gebrauch zu machen, die 
unter der Voraussetzung B = besteht, bemerke, dass: 

dB dB dB 



B* * = -2* + TT-i- ' ^s-r ' - ^n^i 9 



• • • 



-dal da\ öa;_, 

so sehe ich, dass es nur der einzigen Bedingung bedarf: 

„05 dB dB 



■^dal da] 



••55^ = ®' 



um die angegebene Summe in zwei Factoren zu zerlegen, wozu doch be- 
kanntlich mehrere Bedingungen erforderlich sind. 



*) Den Satz (8.) findet mau von Herrn Weierstrass bewiesen in dem Monatsberichte 
der König]. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 4. März 18Ö8> p. 211. Denn seine 
von einem Factor abgelöste Function d'fj= JSaßf(ßfdaß^a^ßf welche er als das Quadrat 
einer linearen Function darstellt, ist, wenn man aj = CDp, aj = CD,, ... aj_j = (P»-i 
und a* = setzt; gerade die symmetrische Determinante Ä, deren Unterdeterminante 
B = ^(*^) verschwindet. 
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Um dieses Paradoxon aufzuklären, sage ich mir, dass die beseichnete 
Summe sich immer als eine Determinante darstellen lässt, ausgenommen in dem 

Falle, wenn die Coefficienten -^-j in ihr der einzigen Bedingungsgleichnng 

y, ÖÄ ÖB ag ^ 

-dal da] "'dalz[ ~ 

genügen. In diesem Falle giebt es Iteinen Determinantenausdruck fftr die 
Summe. Sie lässt sich aber wieder als eine Determinante darstellen, wenn 
noch andere Bedingungen hinzutreten, auf Grund deren sie in zwei Factoren 
von der angegebenen Form zerfällt. 
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Beweis ^ dass jede Covariante und Invariante einer 

binaren Form eine ganze Function mit numerischen 

Coeflßcienten einer endlichen Anzahl solcher 

Formen ist. 



( V^on Herrn Gordan in Giessen.) 

1 



Xm 146»'«'* Bande der Philosophical Transactions pag. 101 hat Herr 
Cayley sich mit der Frage beschäftigt, ob alle aus einer binären Form ent- 
stehenden Covarianlen und Invarianten als ganze Functionen einer begrenzten 
Anzahl von Formen mit numerischen Coefficienten darstellbar seien; er hat 
gezeigt, dass bei Formen zweiten, dritten und vierten Grades sich alles in 
der verlangten Weise ausdrücken lässt. Im Folgenden gebe ich fflr binäre 
Formen ^ten Grades ein endliches System von Covarianten und Invarianten an, 
von denen ich zeige, dass und wie alle aus der Form abgeleitete Formen sich 
als ganze rationale Functionen derselben mit numerischen Coefficienten dar- 
stellen lassen. Dieses für den allgemeinen Fall gegebene System ist immer 
zu gross und lässt sich in jedem besonderen Falle reduciren; für Formen 
fünften und sechsten Grades habe ich auch diese Reduction ausgeführt und ein 
möglichst kleines System von Grundformen geliefert. Bezeichnet man durch 
f eine gegebene binäre Form »*«° Grades, dann w;erde ich im Folgenden ein 
System von Formen & aufstellen, welche die folgenden beiden Eigenschaften 
besitzen : 

I. Die Anzahl der & ist endlich. 

IL Jede Covariante und Invariante J von f^ oder wie ich mich kurz 
ausdrücken will, jede Form J von f ist eine ganze Function der 
Formen 0- mit numerischen Coefficienten. 

Ich werde eine ganze Function mit numerischen Coefficienten durch F be- 
zeichnen, so dass ich zu zeigen habe, wie jede Form in der Gestalt J=^F(d^) 
darstellbar ist. Dabei setze ich immer voraus, dass für Formen der niederen 
Ordnungen solche Systeme aufgestellt seien. 
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s 1. 

EntstehoDg symbolischer Formen. 
Bezeichnet man die gegebene Form f symbolisch durch 

{oiX, + OjXi)" = (6|a?i + 62^2) • • • = «x = *i^ 

so hat Herr Clebsch im 59^^^° Bande dieses Journals bewiesen, dass jede aus 

f entstehende Form eine lineare Function mit numerischen Coef&cienten von 

^^symbolischen Producten^' : 

P = a^6^..(a6)-•(flc:A... 

ist, in denen das Symbol {ab] die Determinante 

(oÄ) = Gibi—biai 
bedeutet. 

Die Summe der Exponenten von a,r, b^, ... nenne ich den Grad von 
P^ ihren Grad in den CoefGcienten oder, was dasselbe ist, die Anzahl der 
Buchstaben a, 6, c, ..., die in P vorkommen, die Ordnung von P. 

Ich stelle mir vorerst die Frage, in welcher Weise man die Formen P 
aus Formen niederer Ordnung & entstehen lassen kann. Zu dem Ende lasse 
ich in P den (symbolischen) Factor at weg und ersetze dann den Buchstaben 
a der Art durch x, dass Oj in X|, ai in — X2 übergeht, mithin (6a), [ca\ . .. 
in 6.V, Cr, .... Die Form, die ich in dieser Weise erhalte, will ich durch 
& bezeichnen. Umgekehrt erzeuge ich P aus & dadurch, dass ich eine Anzahl 
Male etwa k iMale die Symbole 6^, c^,... durch (6a), (ca), .. . ersetze und das 
Resultat mit aT" multiplicire. Ich werde dieses Verfahren so bezeichnen : „Die 
Form P entsteht aus der Form & durch Anwendung der &*«" Combination mit f}^ 

Durch Anwendung der 0^«" Combination von S^ mit f entsteht das Pro- 
duct fS-. Alle symbolischen Producte P von der m^*" Ordnung entstehen aus 
symbolischen Producten von der (w— 1)*®^ Ordnung durch Combination mit f. 

Es sei ip irgend eine Covariante von f, welcher ich, wenn ihr Grad fi 
ist, stets die Form geben will: 

(f = {(pi Xy + (p^ T.2Y = v)x . 

Ersetze ich in einem symbolischen Producte & dann y. Male x in der 
oben beschriebenen Weise durch das Symbol (p und multiplicire ich danach 
mit (p'x"'' 9 80 erhalte ich eine Form 4>, von der ich sage: ^^Die Form * e«/- 
steht aus & mittelst der x^^^ Combination mit ip^ In diesem symbolischen 
Producte 4> kommt ausser den in & vorkommenden Symbolen noch das Symbol 
if vor, sie ist eine lineare homogene Function der Coefficienten von (p^ oder 
wie ich sagen will: ,,Die Form <P enthält das Symbol q> linear.' 



C€ 
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Enthält eine Form & ein Symbol (p, so enthalten es alle aus 9 ent- 
stehenden Formen (symbolische Producte). — 

Im Folgenden werde ich insbesondere das bekannte Verfahren benutzen, 
welches dazu dient, aus zwei bekannten Covarianten von /", etwa (p und % 
die ich symbolisch durch (p^ und tp^ bezeichne, die einfachsten neuen Cova- 
rianten und Invarianten zu bilden, nämlich die Formen: 

{(ptpy = (p.% 

{(pipy = (pf:-'xpr\ipw\ 



Von diesen Formen will ich sagen, ^^sie seien durch die 0^«, 1*«, 2*«,... 
Uebereinanderschiebung eon (p und rp entstanden. Ich werde in den folgenden 
Paragraphen nachweisen, dass alle Formen eon f lineare Functionen mit nu^ 
merischen Coefßcienten eon Formen sind, die mittelst wiederholter lieber ein- 
anderschiebung aus f entstehen, 

§. 2. 

Beweis ; dass alle CovariaDten und Invarianten durch wiederholte Uebereinander- 

schiebuDgen entstehen. 

Es sei & irgend ein symbolisches Froduct: 

(I.) a = &'^=^ a: b^ris^... (ab) (ar) (es)..., 

das irgend welche Symbole enthält, sei es die Symbole a, b, c, aus denen 
sich die CoefEcienten von f zusammensetzen, sei es die Symbole r^ «..., aus 
denen sich die Coefficienten der entsprechenden Covarianten r, s... zusammen- 
setzen lassen. Dann kann ich aus d^ eine Form dadurch bilden, dass ich 
im symbolischen Ausdrucke (I.) irgend x der Factoren a^, bj,..., r^^ fr** durch 
Oy, by . . . ryy Sy crsetzc; diese Form enthält dann zwei Reihen von Ver- 
änderlichen Xi, X2 und yi, g^- Die Differenz: ö— ^^"""d* verschwindet zu- 
gleich mit der Determinante: giX2--Xig2, die ich durch (yx) bezeichnen will, 
hat also diese Determinante als Factor. Nennt man den andern Factor di, 
80 erhält man die Indentität: 

(IP.) = ^-''5^ + (yx)Ö,. 

Die Form $t ist eine Form vom (ar— Ij*«" Grade in den Veränder- 
lichen ff, vom (/i— ar— 1)^^ Grade in den Veränderlichen x; setst man in O^: 
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1fi = ^i'> y2 = a?2, SO erhält man eine Form ^^ = 0^^"'^ vom (^u— 2)**^" Grade, 

welche dieselben symbolischen Buchstaben wie & enthält. Die Differenz: 
tf I — d^""*~* ^^* verschwindet zugleich mit der Determinante (yx\ enthalt sie 

X y 

daher als Factor, so dass man setzen kann: 

(11^) ö, = ^-''-^^r'+(y^JÖ2, 

X y 

WO 02 vom (;e— 2)*®** Grade in den y, vom (^— ;f— 2)*®° Grade in den x ist. 
Für y = X gehe nun O2 in die Form &2 = ^""^ über , u. s. w. Man kann 

X 

sich dann eine Reibe von Gleichungen wie die Formeln (ir.) und (II*.) bilden, 
sie seien: 

d, = 5^-'-'^-* + (yx)Ö*, 

Ö4 = ^-'-*^r*+WÖ5, 



Die darin auftretenden Formen &, d^i, &2 - - - haben die Grade /i, jt^— 3? 
u -4, ^—6 .... Durch Gombination unserer Formeln erhält man die Gleichung: 

( iii.) = d^-*;?? + »r^^'^r'iy^) + ^"'"'^r'(y^)'+^r'~'^(!r^)'- • • ; 

X y X y X y 

die darin auftretenden Formen i^^, &2^ ^3 enthalten dieselben Symbole, wioi^. 
Ersetzt man in die Veränderlichen y der Art durch das Symbol (p 
einer Covariante (p = (p^, dass yi in (p2^ ^2 in — ^i übergeht, mithin Oy^ by, . . , 
in (acp)^ (bcp) ..., und multiplicirt man dann mit (p^'" , so erhSlt man eine 
Form 4>y die aus i9 durch die x^^ Gombination mit cp entsteht. Wendet man 
dasselbe Verfahren auch auf die übrigen Glieder der Formel (III.) an, 30 
ergiebt sich die Indentität: 

X X 

oder in anderer Schreibweise: 

(IV.) * = {9cpr + {», cpy-' + i&2 q>y--' .... 

Die verschiedenen Glieder dieser Formel enthalten sdmmtlich dieselben Buch- 
staben. 

Hieran knüpfen sich folgende später zu verwerthende Bemerkungen. 

Enthalt eine Form ^ das Symbol (p und den Factor (p^"^, so kann 
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niiii sie in die Form bringen: 

worin die & Formen bedeuten, welche alle symbolischen Buchstaben von 
ausser (p enthalten. — 

Bezeichne ich eine Form, die eines der Symbole: y,, y^, ... enthält, 
oder eine Summe solcher Formen durch: P^=zp^^ so ist jede das Symbol 
p enthaltende Form ebenfalls eine Form P^. — Ist & ein Product von Co- 
Varianten: ^=iw,iih«W3..., und ist der Grad s von Wi gleich oder grösser als x, 
so existirt eine Identität der Form: 

(VI.) (aipr = {m,iprm,m,-'+{&,ipy-'+{»,(py'\.. . 

Ist dieser Grad s jedoch kleiner als x (das selbstverständlich kleiner oder 
gleich y ist), so giebt es eine Relation der Form: 

(VII.) {&(py = {{m,cpy,m,nH...y''+(&,(py'' + .... 

Hat ^ die Form: 

& = i^tpy = (pr'H^T'{<fv^y, 

nndist;(=;r; irgend eine Co Variante von/, dann existirt eine Relation der Form: 

Die in derselben auftretenden Formen d- enthalten nur die Symbole ^ und y/ 
nnd haben die Grade: u+y—2x, /i+i'--2x— 2, )U+r— 2x— 4, . . .; sie sind 
dhiher: 

so dass man hat : 

*^ '= ((9^)% ;ty'-^H c,{{<py;y^\ z)''-'^'-*+ ^((<pvr% x)"-^"^' . . . , 

worin die c numerische Constanten bedeuten. — 

Ersetst man in Gleichung (IV.) die Form (p durch f, so erhält man die 
Gleichung : 

(IX.) * = (»fy+i^tfr'+i^^rr' • • - . 

worin 4> eine Form bedeutet, die aus der Form & durch die x^ Combination 
mit f entseht. Ist & ein symbolisches Product (m— 1)^' Ordnung, so ist ^ 
ein S3riDl>olisches Product der m^^ Ordnung. Man sieht aus dieser Formel, 
dlasf alle egmboHschen Produete ni^'^ Ordnung und daher auch edle Pannen 
dieeer Ordnung lineare Punctionen mit numerischen Coefßdenten ean Parmen 
sOndy die mittelst Uebereinandersckielnmg ean Parmen (m— l)''** Ordnung mit f 
sind. 
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Die Formen zweiter Ordnung sind daher lineare Combinationen von 
Formen 82^ die durch Uehereinanderschiebung von f mit sich selbst gebildet 
sind. Die Formen dritter Ordnung sind lineare Combinationen von Formen S3, 
die mittelst Uebereinanderschiebung von den Formen S2 mit /* gebildet sind u.s. w.., 
so dass die Richtigkeit des am Ende des §. 1 behaupteten Satzes erhellt: 
Jede Form van f i$t eine lineare FnncHon mit numeri$chen Caefßdemlen von 
Formen^ die durch wiederholte Uebereinanderschiebung am$ f entstanden sind, 

§. 3. 

Bildung der Formen durch Uebereinanderschiebung. 

Ich gehe nun dazu über, die durch Uebereinand.erschiebung entstehenden 
Formen zu bilden, und beginne mit den Formen zweiter Ordnung; dieselben 
ordne ich folgendermassen : (//)", (ff)''» {fff'i • • • iffT ^^^ bezeichne sie in 
dieser Reihenfolge durch: /r^i, Atj^, A^a, .... 

Die Formen dritter Ordnung ordne ich in ähnlicher Weise: 

{ihjT (*2./)" (Ab/r ii^2.fr . . . 
{ihjy {k^n iih,fY (w)' • • • • 

{ihjf {k^ff {k2,fy {k2,ff . . . 

Ohtt)' (kr^ff ilh,fT (W/ • • . 

und bezeichne sie in dieser Reihenfolge durch k^^ ky^^ A^, . . .; in derselben 
Ordnung bilde ich Formen vierter, fQnfler, sechster, . . . Ordnung. Die in 
dieser Anordnung vor einer Form ki^ stehenden Formen will ich ihre früheren 
Formen nennen und alle diejenigen Formen k weglassen, welche lineare Com- 
binationen mit numerischen Coefficienten früherer Formen k sind. Die übrig 
bleibenden Formen bezeichne ich in der obigen Reihenfolge durch T, sie haben 
folgende Eigenschaften: 

I. Es existirt zwischen ihnen keine lineare Relation mit numerischen 

Coefficienten. 
II. Jede Covariante und Invariante J von f kann (aber nur auf eine 
Weise) in die Form gebracht werden: 

(X.) /= cTi+c^T^+CsTa..., 
worin die numerisch sind. In dieser Formel werde ich die Glieder so 
ordnen, dass Tt eine frühere Form als 7i, T3 eine frühere Form als T^, ... ist 
Ef seien {Tf}' und {Tf}" zwei Formen 7 von derselben Ordnung; ist 
dann ir>x'^ so ist (Tf)'^ eine frühere Form als (7/)^ das Nimliche findet 
statt, wenn x' = x ist und T eine frühere Form als 7 ist. 
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Ist eine Form P keine Form T, so ist die Form (Pf)' ebenfalls iieine 
Form Ty und umgekehrt: ist eine Form {Pf)' eine Form T^ so ist es auch 
die Form P, 

Nach §. 2. kann jede Form ^^ welche das Symbol (p und den Factor 
(p^^'^' enthält, in der folgenden Weise dargestellt werden: 

Ersetzt man hierin nach Formel (X.) die Formen & durch ihre Ausdräcke 
in den T, so erhält man für einen Ausdruck der Form: 4> = ^^iCi{Tgtf ^y^ 
worin die c numerisch sind. 

Hat * den Factor a"""', so ist es eine lineare Function der Form 
* = ^c(T, /")'"% wobei die c numerisch sind und s^O ist. — 

Die Formen T zweiter Ordnung von f sind, da (ff)' für ein ungrades 
X verschwindet, die Formen: 

{m\ im\ (/•/}*, • . . 

oder in symbolischer Form: 

«xÄ:^, a7-'bT\ab)\ aT^bT^iabf, .... 

Ist die Zahl n durch 4 theilbar, dann ist die Form a^b^labf" vom Grade n, sonst 
giebt es keine Form zweiter Ordnung vom Grade n. — Diejenigen Formen 
zweiter Ordnung, deren Grad kleiner oder gleich n ist, will ich nun durch: ;^i, 
X^'i X^^ X*^ ' ' ' bezeichnen und diese Formen so anordnen, dass der Grad von 
Xi grösser ist als der Grad von X2^ dass der Grad von x^ grösser ist als der 
Grad von x^^ ^^^ ^o fort. Im Falle, wo n durch 4 theilbar ist, hat dann Xk 
den Grad n^ Xi ^^^ Gn^ n— 4 . . ., endlich xu^i ^^^ Gv^di 0; in dem Falle^ 
wo n nicht durch 4 theilbar ist, ist der Grad einer jeden Form x kleiner als n. 

Jede eines der Symbole x enthaltende Form sowie jede Summe solcher 
Formen werde ich von jetzt an durch F^ hezeichnen. — 

Ist (p irgend eine Form und x>^n^ so ist die Form: 

P = aT''-''bV''(p^--'-'{abr{a(py{b(py 
eine lineare Function mit numerischen Coeffidenten eon den Formen: 

Denn da die Form P aus der Form {ffy=aT''bT'{aby mittelst der (r+s)^ Com-- 
bination mit (p entsteht, so existirt eine Gleichung der Form (s. §.2, F. (VIII.}): 

(XL) p = {(ff)%(pV'^'+c,{{ffy^\cpY^'-'+c,{{ffy^\cpY^^^^ 

wo die c numerisch sind; da nun die Formen (/3r)'"*"'(da x^\n) entweder 
den Werth Null haben oder Formen x ^^^^ so ist die Beiianptiing erwiesen. 
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Eigenscbaften der Formen 7. 

Jedes symbolische Prodoct P, dessen Grad grösser als n ist^ and welches 
die Factoren hat: 

erstens: Das symbolische Prodact 6^ c^ d^^ e^^ . * . , 

zweitens: b\, wobei r>^» ist, 
sowie jedes Aggregat solcher Formen nenne ich eine Form W: 

(XII.) W^ fr? = 6:c:^in'..(6c)(6d)(crf)... = 6;c:^d;«<\..S. 
Die Formen T der zweiten Ordnung sind dann entweder Formen W 
oder Formen x- ~ ~ 

Setzt man (§.3. Formel (X.)): 

(XIII.) W=c,T, + c,T, + cT,.., 

so ist die Form {T^fY entweder keine Form T oder eine lineare Function 
CnUt numerischen Coefßcienten) €on früheren Formen T und Formen W, 

Beweis. 
Bezeichne ich eine solche lineare Function froherer Formen als [T^f)* 
durch ^M ^2^ ^31 • • • 9 allgemein Q^ so will ich nachweisen, dass {TxfY unter 
der Voraussetzung, dass es eine Form T ist, auch eine Form Q\W ist. Aus 
der Formel (XIII.) ergiebt sich die Identität: 

welche, da die Formen {T^f)\ {T^f)\ {T.ff frühere Formen als (T^ff aind, 
mithin ihre Summe eine Form Q ist, in der folgenden Weise geschrieben wer- 
den kann: 

(XIV.) {WfY = c,iTjr+Q,. 

Ich unterscheide nun drei Fille, je nachdem : 

erstens: x^fi^r, 

zweitens: ,u— r >x>>ii— r^ 

drittens; ^^» — *•, 
und will In den ersten beiden Fällen zeigen, dass {TifY keine Form T ist, 
im letalen, dass (Tjy eine Form Q+W ist. 
Erster Fall: 

Die Form 

enUlehl aus W darok die x^ Combination mit ^ mithin existirt eine Identitit 



^ 
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der Form (§.3): 

in welcher die Glieder der rechten Seite sämmtlich frühere Formen als {T^f) 
sind. Man kann daher setzen: 

{WfY^R = Q. 

und hat dann nach Formel (XIV.): 

Die Form R hat nun den Factor 6$;-* = 6^ ^"^*■"''^ ist also nach §.3 ein 
Aggregat von Formen (T^)'»+*-"-*; da hier n + x--fi — s<ix ist, so sind alle 
diese Formen frühere Formen als (Ti/*)", ihre Summe R ist daher eine Form 
Qy etwa ^3, so dass 

ist, und mithin (Ti/")" keine Form T ist. 
Zweiter Fall: 

/i— r >x>>» — r. 
Hier untersuche ich die Form: 

R = ar*6.;(ca)«>(rfa)"». . . S; 
sie entsteht aus W durch die x^^ Combination mit f. Die Differenz ( WfY—R 
ist (nach §.3) daher eine Form ^^.etwa ^29 so dass nach Formel (XIV.) 

o,{TJY+Q,-R = Q2 
ist. Die Form R hat nun aber den Factor 6;^ sie ist daher ein Aggregat 

von Formen (T/')""'^'^, also, da n. V. «— r<C^ ist, eine Form Q, etwa ^39 
so dass wieder {T^fY eine Summe von Formen Q^ also keine Form T ist. 
Dritter Fall: 

x^n — r, also (da r>i«), x<ir. 
Die Form 

R = ar*6;"*(6a)*cJrf?...S 
entsteht aus W durch die xS^ Combination mit f; die Differenz {WfY—R ist 
eine Form Q, etwa ^2? so dass (Formel (XIV.)) 

c,{TaY = Ä+(?i+(?2 

ist. Die Form R ist nun aber eine Form W^ etwa W, da ihr Grad 

n— ;e+r—;r+^—r = ii + ^ — 2x^ «4-^—2 (n—r) = |a+2r— n>^ > « 
ist, und sie die Factoren besitzt: 

^xbjrCxdjc'" und a""* (wobei «— x>r >>^n). 
Man sieht daher, dass {TifY in die Form W+Q gebracht werden kann, und 
hat also den Satz: 
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Ist eine Form T durch Formen W und frühere Formen darstellbar^ so 
hat jede Form [Tff^ welche eine Form T ist, ebenfalls diese Eigenschaft. 

Hieran knüpft sich weiter der Satz: 

Jede Form T, welche Heins der Symbole x enthält^ ist durch eme Form 
W und frühere Formen ausdrückbar. 

Ferner : 

Jede Form T ist eine lineare Function mit nomerischen Coefficienten von 
Formen W und Formen, die eines der Symbole /, , /o, ... enthalten; es ist: 

oder was dasselbe ist (vgl. Formel (X.)): 

Jede Form J von f kann in die Form gebracht werden: 

(XV.) J = W+P^. 



§. 5. 

System der Formen &. 

Ich werde jetzt dazu übergehen, ein vollständig bestimmtes endliches 
System von Covarianlen und Invarianten der Form f aufzustellen, durch wel- 
ches sich alle zu f gehörigen Formen 7 ausdrücken lassen. Und zwar soll 
zuerst die Bildung des Systems angegeben werden ; sodann soll bewiesen wer- 
den, dass das erhaltene System aus einer endlichen Anzahl von Formen be- 
steht and endlich, dass alle Formen von f sich durch die Formen des Systems 
darstellen lassen. Das aufzustellende System ist übrigens nicht das kleinste, 
welches denkbar ist, vielmehr sind viele Formen des Systems noch als ganze 
Functionen anderer darstellbar, aber für die vorliegende Betrachtung genügt es 
nachzuweisen, dass überhaupt ein endliches System solcher Formen existirt. — 

Es sei die Form: 

n — 1 n — 1 

eine beliebige Form des (n— 1)^^*° Grades; man kann dann aus jedem symbo- 
lischen Producte, das die Symbole a\ b\ ... enthält, ein analoges Product 
für die Form f dadurch herleiten^ dass man erst die oberen Indices weglässt 
und dann mit dem Producte a^cb^c^,. . . multiplicirt. Umgekehrt kann man aus 
jedem den Factor a^b^c^... enthaltenden, symbolischen Producte von f ein 
symbolisches Product COr die Form f dadurch ableiten, dass man erstens diesen 
Factor weglfisst und dann den Buchstaben a, b, c obere Indiees anfügt 
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Nenne ich nun die Formen V des zu f gehörigen als bekannt voraus- 
gesetzten Systems: 

-^19 -^2 9 -^3 1 • • • 1 

SO entsprechen diesen Formen in obiger Weise Covarianlen von f, welche 
ich durch 

bezeichnen und specielle Formen von f nennen will. Da nach Annahme die 
Anzahl der Ä endlich ist, so ist es auch die Anzahl der A; da ferner jede 
Covariante und Invariante der Form f eine ganze Function mit numerischen 
Coefficienten der Formen Ä ist, so ist auch jede den Factor aj^b^^Cj,.., ent- 
haltende Form von f eine ganze Function mit numerischen Coefficienten der A. 
Hieraus folgt unmittelbar: 

Die Formen W sind Functionen F(A)^ und jede Covariante und In- 
variante / von f kann (nach §.4 Formel (XV.)) in die Form gebracht werden: 

(XVI.) J = FiA) + P^. 

Ich theile die Formen Vy w^elche ich zu bilden im Begriff bin, ein in 
specielle Formen A und in Formen, welche den Formen Xi-i /2, X^y • • • ^^" 
jungirt sind. Hierbei nenne ich diejenigen Formen V der Form Xi adjungirt, 
welche das Symbol Xi onthallen, aber keines der Symbole Xi-^i'i Xi-\-2^ ••• • 
Die Formen V will ich so anordnen, dass: 

erstens: f und die speciellen Formen, 

zweitens: Xi ^^^ ^^^ Xi adjungirten Formen, 

drittens: X2 und die X2 adjungirten Formen 
und so fort kommen. Die bei dieser Anordnung vor der Form Xi stehenden 
Formep nenne ich die vorstehenden Formen von Xi ^^^ bezeichne sie durch 
(f. — Die Xi adjungirten Formen theile ich in folgende Classen: 

I. eigentlich adjungirte Formen erster Art, 

II. eigentlich adjungirte Formen zweiter Art, 

III. Formen der ersten Gruppe von Xi^ 

IV. uneigentlich adjungirte Formen; 

doch der Art, dass, wie oben bemerkt wurde, ein und dieselbe Form in meh- 
reren Classen erscheinen darf. — Jetzt will ich jede dieser Formengattungen 
für sich erklären. 

I. Eigentlich adjungirte Formen erster Art 
Hierbei sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
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Erster Fall. Der Grad von /< ist n. 
Dieser Fall tritt nur bei der Form Xi ^^^'i ^^d bei dieser Form anch 
nur dann, wenn die Zahl n durch 4 tbeilbar ist; ich nenne dann alle speciellen 
Formen und alle Formen zweiter Ordnung im System der Form Xi'i ^^^ 
Formen von f angesehen, Xi eigentlich adjungirte Formen erster Art; ihre 
Anzahl ist endlich. 

Zweiter Fall. Der Grad von /^ ist kleiner als n. 
In diesem Falle nenne ich alle Formen V des Systems der Form Xo 
als Formen von f angesehen, /, eigentlich adjungirte Formen erster Art. Ihre 
Anzahl ist endlich, man kann durch sie alle Covarianten und Invarianten von 
Xi darstellen als ganze Functionen mit numerischen Coefficienten. 

II. Eigentlich adjungirte Formen zweiter Art. 
Um zu denselben zu gelangen, gehe ich von den Formen erster Art 
und ihren Producten aus, ich will sie durch o bezeichnen. Ist dann (i eine 
Xi vorstehende Form, so bilde ich die Formen (pa)*- Diejenigen unter den- 
selben, fflr welche o ein Product ist, das einen Factor (resp. ein Froduct 
mehrerer Factoren) von höherem Grade als Xi enthält, lasse ich hierbei weg; 
die übrigbleibenden nenne ich Xi eigentlich adjungirte Formen zweiter Art. 

III. Formen der ersten Gruppe von Xi* 
Diejenigen /, eigentlich adjungirten Formen, deren Grad kleiner ist als 
der Grad von Xa bezeichne ich durch Xn^i Xa^i - - "i allgemein Xi» ^^^ nenne 
sie Formen der ersten Gruppe von /,. 

IV. Uneigentlich adjungirte Formen. 

Die Xi adjungirten Formen F, welche eines der Symbole ;f,i, /,^, . .. 
enthalten, nenne ich Xi uneigentlich adjungirt. — Diejenigen unter ihnen, welche 
das Symbol Xin enthalten, aber keines der Symbole /,,^+i, /<,,+2 9 • . . nenne 
ich Xu adjungirt. Es kann vorkommen, dass dieselbe Form V zu gleicher 
Zeit Xi eigentlich und uneigentlich adjungirt ist, dann rechne ich sie doppelt. — 

Was nun die Anordnung der zu Xi adjungirten Formen betrifft, so 
mache ich darfiber folgende Festsetzung: 

erstens: die Xi eigentlich adjungirten Formen, deren Grad grösser 
oder gleich dem Grad von Xi 'st; ich nenne sie F{Xi\ 

zweitens: Xn und die Xa adjungirten Formen, 

drittens: /.o und die Xn adjungirten Formen, 
und so fort. 
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Die Xi>f vorsiehenden Formen sind dann: 

erstens: die Xt vorsiehenden Formen. 

zweitens: /, und die F(/J, 

drittens: /,i, /«, . . .;f,,,_i und die denselben adjungirten Formen. 
Alle Xix adjungirten Formen enthalten das Symbol Xi»*^ ^^^^ keines der Sym- 
l^ole /,.»+,, /..x+j? • • • /i+n /i+a, .... Ich Iheile sie in derselben Weise ein, 
wie die Xi adjungirten Formen; ihre Formen der ersten Gruppe bezeichne ich 
durch Xi.ryi^ XiH,2 9 • • •? allgemein Xi.x.i^ und nenne sie Formen der zweiten 
Gruppe von Xi- I" dieser Weise fahre ich fort und bilde mir von diesen 
Formen der zweiten Gruppe ihre Formen der ersten Gruppe, die ich durch 
XixiA'i XiMi,2^ • ' • bezeichne und Formen der dritten Gruppe von Xi nenne* 
Ebenso fortfahrend gelange ich nach und nach zu Formen der vierten, fflnf- 
ten, . . . Gruppe von Formen von stets niederen Graden. Alle diese Co- 

varianten Xixi.., bezeichne ich nun durch ^/^i, V^2<) V'a^ • • - ) ^^ ^^^^ ^^^ ^^^ 
jetzt die Formen V in folgende Classen theilen kann: 
erstens: f und die Formen A, 

zweitens: t//i und die tpi eigentlich adjungirten Formen, 

drittens: tp2 und die i^^ eigentlich adjungirten Formen, 

und so weiter. Hierbei sind alle diejenigen Formen V zu tp^ eigentlich ad- 

jungirt, welche das Symbol ipi enthalten, aber keines der Symbole V^i+i* 

V^^^.2, ...; und die v^, vorstehenden Formen die folgenden: 

erstens: /und die Formen Ay 

zweitens: die Formen ^i, t/Zj, ... V'.-i *"'* ^^^ ihnen eigentlich 

adjungirten Formen. 

Sämmtliche Formen V lassen sich in Bezug auf tf/i folgendermassen eintheilen : 

erstens: die tp^ vorstehenden Formen, die ich durch ^ bezeichne; 

zweitens: die t^, eigentlich adjungirten Formen F{xffi\ deren Grad 

grösser oder gleich dem von yj^ ist; 
drittens: die Formen der ersten Gruppe von iff^; sie gehören 

unter die Formen y/^^.,, \pi^2^ . •; 
viertens: die eines der Symbole ^(/<+,, \pi^^^ . . . enthaltenden 
Formen. 
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§. 6. 

Endlichkeit des Systems der V. 

Nachdem auf diese Weise die Bildung der Formen V und ihre An- 
ordnung festgestellt ist, werde ich beweisen, dass die Zahl derselben eine 
endliche ist. — 

Dass die Zahl der speciellen Formen und der einer Form tp^ eigentlich 
adjungirten Formen erster Art endlich ist, folgt von selbst aus dem Umstände, 
dass alle Formen y/ mit Ausnahme von ^i in dem Falle, wo die Zahl n durch 
4 theilbar ist, von niederem als dem n^^^ Grade sind. Diese tp^ eigentlich 
adjungirten Formen erster Art seien Ci, Cj, C3, ...; es ist dann auch die 
Zahl derjenigen ihrer Producte R, deren Grad kleiner ist als eine gegebene 
Zahl p, eine endliche. — Bezeichnet man nämlich die Grade der Formen Ci^ 
C2, C3, .. . durch g^i, gr^, grj, . .., so hat der Grad .u desProductes R die Form: 

." = «ifl^i + «2fl^2+-, falls R^CtCl*Ct\. . 

Um nun die Producte R zu erhalten, deren Grad kleiner als p ist, 
muss man fflr die a alle ganzzahligen Werthsysteme setzen, die der Un- 
gleichheit genügen: oLigi-Voi2g2'\ f-<Cp. Die Anzahl dieser Werthsysteme 

ist kleiner als: 

also endlich. — 

Hieraus folgt zugleich, dass die Anzahl derjenigen Producte R der Cy 
deren sämmtliche Faktoren einen Grad haben, welcher kleiner ist, als eine 
gegebene Zahl fiy endlich bleibt, denn ihr Grad ist kleiner als 2.i/. — 

Ist ferner a eine Form C oder ein (eben beschriebenes) Product der 
Cy dessen Faktoren kleiner sind als der Grad einer Form q^ so ist die An- 
zahl der Formen ((>a)* endlich. 

Ist also die Anzahl der % vorstehenden Formen q endlich, so ist es 
auch die Anzahl der % eigentlich adjungirten Formen zweiter Art ((>(t)", mit- 
bin die Anzahl aller xp^ eigentlich adjungirten Formen sowie die Zahl der 
unter ihnen vorkommenden Formen der ersten Gruppe von v^^; ich nenne die- 
selbe xpa^ V^,^, .... Nun sieht man leicht folgenden Satz ein: 

Ist die Anzahl der einer Form xp^ vorstehenden Formen (f endlich, so 
ist auch die Anzahl aller xp^ adjungirten Formen (sowohl der eigentlich wie 
der uneigentlich adjungirten) eine endliche. 



Oordan, Beweis eines Satzes aus der Invariantentheorie. 337 

In der Thal, ist der Grad von rpi gleich 0, so besitzt i^, keine ad- 
jungirten Formen; der Satz ist also richtig. Somit kann ich die Annahme 
machen, der Satz sei für alle Formen erwiesen, deren Grad kleiner ist als 
der von yj^. Die V'< adjungirten Formen sind nun entweder Formen F{rpi) 
(vgl. Ende des §.5), oder y/,^, oder einer dieser Formen V'<n V^ß? V'o • • • 
adjungirt. Die Anzahl der Formen F{tpi) und tpi^ ist aber, wie wir oben 
gesehen haben, endlich; ferner ist, da die Grade der Formen y^^^ i^j2, . . . 
kleiner als der Grad von y/, sind, die Anzahl der einer Form tpi^ adjungirten 
Formen nach Annahme endlich, folglich ist auch die Anzahl der yu adjun- 
girten Formen endlich. . 

Dieser Satz gilt auch fflr die Formen /.^ da dieselben unter den 
Formen y\ vorkommen. Hieraus folgt nun weiter: 

Die Anzahl der einer Farm /, vorstehenden Formen ist endlich. 

Die Form f nämlich und die Formen A sind die Xi vorstehenden 
Formen, ihre Anzahl ist endlich. Ich nehme also den Satz für die Formen 
/A'i X2'i Xz'i "' Xi-i öls erwiesen an; da alsdann die Anzahl der Xi-i vorstehen- 
den Formen endlich ist, so ist es auch die der Xi-i adjungirten Formen, 
mithin sämmtlicher Xi vorstehenden Formen. 

Zugleich sieht man, dass die Anzahl der einer Form Xi adjungirten 
Formen endlich ist. 

Die Formen V sind nun entweder specielle Formen A, oder einer 
der Formen /i, /j^ • • . adjungirt, ihre Anzahl ist also endlich. Unter ihnen 
kommen die Formen v^i, yj^^ ... vor; ihre Anzahl ist daher ebenfalls end- 
lich; ich bezeichne sie durch v, so dass die Formen i^i, ^2? • • • V^r sämmt- 
liche Formen yj sind. 

Bemerken wir dabei Folgendes: 

Ist erstens q eine der Form y/i vorstehende Form V^ und ist der 
Grad der Form (pV'<)' kleiner als der Grad von y^i, dann ist (pV^O* eine der 
Formen V^z+i, V't+29 .... Ist hingegen zweitens p eine y/y vorstehende 
Form, und ist der Grad der Form {(fy^^y kleiner als der Grad von y^^, dann 

ist (pv^.r = 0. 

§• 7. 

Beduction einer gewissen Clasae von Formen. 

Ehe ich nun zum Beweise übergehe, dass alle Formen von f ganze 
Functionen mit numerischen Coefficienten der Formen V sind, will ich einige 
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hierbei nothwendige HOlFssätze ableiten; vorzüglich werde ich von einer ge- 
wissen Classe von Formen zeigen, Aqss sie die verlangte Eigenschaft be- 
sitzen. Ich wende mich zunächst zu dem Falle, wo die Zahl n durch 4 theil- 
bar ist, wo es also eine Form: j//, =/i = at"6i'*(a6)*" = i/' giebl, deren Grad 
n ist. (In allen übrigen Fällen sind die Grade der Formen i/' kleiner als n.) 
Nenne ich nun jede eines der Symbole <//. , v/3, iff^^ ... enthaltende 
Form sowie jedes Aggregat solcher Formen eine Form A, so behaupte ich. 
dass die Form K = (v//^)*" = a*; xp^^ (aip)^" eine Form R sei. 

Beweis. 
Die Formen: 

(?i = air"^*.c»r(ac)(6c)*-'(a6)*% 

Q^ = a*r'6',ct''(ac)-(6c)»-'(a6;*- 
entstehen aus der Form rff mittelst der ^»^en Combination mit f: es existiren 
daher zwei Relationen der Form (§.3 Formel (II.)) 

1 

Die rechten Seiten dieser Identitäten sind Formen R, ich nenne sie Ri und 
Ro. es ist dann: 

Um mir eine weitere Relation zu bilden, gehe ich von der Idenlität aus: 

2Q, = a^r'b. e^r' (ac) (6c)*-' (aft)»-' {c . («6) + a, (bc)} 
= at""'6lc»,"-'(oc)'(6c)*"-'(a6)»"-'; 
mithin ist: 

4P, = al bU^r' (acf {bcf (o6)»"-' {aV""' {bc)*-'- 6»-' {ac)*'-^\ 

= -albWr'iacfibcf(ab)*'-'{\a,{be) + c,{ab)\*'-^-a^r^(bc)*'-'} 

= - *S C*" ~^) a^-*-' bl c»;-'+* (6c)»' - •■-• {caf (oft )»- '+•. 

Das erste Glied der rechten Seite hat den Werth {2n — 2)Q2\ die übrigen 
Glieder enthalten den Factor [bcf"'^^ und sind also nach §. 3 Formel (XI.) 
Formen R. Wir wollen ihre Summe durch R^ bezeichnen; es ist dann: 

^Qv = (4f»-3)(?, + Ä3 
und nach den Formeln (1.): 

4(ir--Ä0 = (4n«3)(Ar-Ä,) + Ä5 
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und daher: 

I» — 3 « 4 ^ Ä. 



Ä^- T^+r^--TMT^^"" 



eine Form R, 

Die Form D = 6j;*v;t"(o6}*"(avO*'' entsteht nun aus den beiden Formen: 
K = ai"6i*(o6)*'* und v^ = a\" 6^^(06;*" durch die i«^« Combinalion mit den 
Formen f und tp, sie genügt also den Relationen : 

/>-(/f, /^)*- = c,((fif'}^^\ n*"-' + c,((m*-^^/^)*-^. . (§. 2 Formel (VIII.)), 
Z)-(V^ v/)*- = rf, fe,V0^"-'+rf.(/3,V^)»"-*+rf3(/4, V^)*-^ . . (§.3 Formel (XI.)), 

worin die c und d numerisch sind. Da die Formen {f, 1/;)*'*+' von niederem 
Grade als tp sind^ so sind es Formen der ersten Gruppe von xpi^ gehören 

also zu den Formen v^2, V'3, Hieraus fotgt, dass die Glieder der rechten 

Seile in beiden Relationen Formen R sind; da das Nämliche für die Form 
(Ä'/)*" gilt, so ist auch {tff^ i//)^", das wir symbolisch durch rl bezeichnen, eine 
Form R (sowie jede das Symbol r, enthaltende Form) (vgl. §. 2). 

Hieran knüpfen sich folgende Schlüsse: 

Die Formen zweiter Ordnung im System der Form \p, deren Grad 1» 
nicht übersteigt, bezeichne ich durch: r^, r^^ r,, ...; sie sind nach §. 5 y^ 
eigentlich adjungirt. Da der Grad der Formen r2, ra, r4,... kleiner als der 
von yj ist, so gehören sie der ersten Gruppe von v^i an, gehören also zu den 
Formen V^2, V^3^ V^4, • • • Man sieht hieraus, dass jede Form, die eines der 
Symbole r^^ fa, ... enthält, eine Form R ist; das Nämliche gilt für die das 
Symbol r^ enthaltenden Formen, wie oben gezeigt wurde, so dass jede Form, 
die eines der Symbole r enthält, eine Form R ist. 

Dem Satze, dass jede Form J von f (nach §.5 Formel (XVI.)) in die 
Form J= F{A) + P^ gebracht werden kann, entspricht nun im System der 
Form ip der Satz: 

Jede Covariante und Invariante & von ip kann die Form annehmen: 
t9' = F(/ir) + P^, wobei die K die spedellen Formen von \p, also xp eigentlich 
adjungirte Formen erster Art bedeuten. 

Pr ist hier ein Aggregat von Formen, die die Symbole r enthalten, 
also eine Form R. Bezeichnet man endlich die Xi = V^i eigentlich adjungirten 
Formen und ihre Producte durch iTi, ^2, • • •, so erhält man die Relation: 

(XVII.) » = 2,e,H,+R, 

in der die e numerisch sind. — — 
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Ist i^ irgend eine Covariante oder Invariante von »//, , p eine i^i var^ 
stehende Form K, so ist die Form {O-i^y gleich einem Ausdrucke: 

(XVm.) [9^Y = F{V) + R, 
worin F{V) wieder eine ganze Function der V mit numerischen Coefßdenten 
bedeutet. 

Um dies zu beweisen, gehe ich von dem Ausdrucke ous {^9(fT=^Q' 
Nach vorigem Salze ist i9^.(> = ^c,ff,(> + (>Ä, was die verlangte Form hat. 
Ich darf daher die Annahme machen, dass der Satz far alle Formen: {O-qJ^ 
{f^(f)\ (»9^p)% .-. {^(fY'^ bewiesen sei, und will ihn vorerst für eine Form 
{HqY erweisen, worin H eine t//j eigentlich adjungirle Form erster Art oder 
ein Froduct solcher Formen bedeutet. 

Im ersteren Falle, sowie in dem Falle, wo H ein Froduct ist, dessen 
Factoren von niederem Grade als p sind, ist {HqY ^>ne i/'i eigentlich adjun- 
girte Form zweiter Art, also eine Form V. Ist hingegen H= (pifpoip^.- gleich 
einem Producte von Formen, dessen einer Factor, etwa ^i, einen Grad hat, 
der nicht kleiner ist als der Grad von (j, dann findet eine Identität statt 
(§.2 Formel (VI.)): 

Die Form {cpiifY ist, wie oben gezeigt wurde, falls (pi eine Form V oder 
ein Froduct a ist, eine Form V; ist hingegen (pi = (pii(Pi2(pi3'" ein Froduct 
von Formen, dessen einer Factor, etwa ^i,, einen Grad hat, der nicht kleiner 
als der Grad von p ist, dann ersetze ich in unserer Relation cpi durch (p^ 
und mache dann dieselben Betrachtungen. Die Glieder auf der rechten Seite 
haben nach Annahme die behauptete Form, mithin kann auch {HffY in die Form 
gebracht werden: F{V)+R, 

Um nun (S^ifY zu untersuchen, gehe ich von der Formel (XVII.) aus, 
welche lautet: S-— JScH+R. Aus ihr geht die Relation hervor: 

in welcher die Glieder (Äp)' die Form F(V) + R annehmen können und (RffY 
eine Form R ist. Somit ist unsere Behauptung bewiesen. Hat also ein sym- 
bolisches Froduct <P die Eigenschaft, ausser den Symbolen ipi nur ein Symbol 
(i zu besitzen, so ist es nach §.2 Formel (IV.) ein Aggregat von Formen 
{i^ifY und kann daher die Form annehmen: 

(XIX.) * = F(F) + fi. 
Viel einfacher gestaltet sich die Untersuchung fflr die Formen i/A^ deren Grad 
kleiner als n ist. In dem Falle, wo die Zahl n durch 4 theilbar ist, sind 
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dies die Formen xf/^^ y^i^ ...; sonst alle Formen ^i, \ff2^ •• • Die Formen 
V im System einer solchen Form y/^ sind, als Formen von ^ aufgefasst^.die 
zn y^i eigentlich adjungirten Formen erster Art; ich bezeichne wieder diese 
Formen und ihre Producte dnrch Hy so dass jede Covariante und Invariante 
von xp^ in die Form beigebracht werden kann, wo die c numerisch sind. 

Bezeichne ich nun wieder jede Form, die eines der Symbole t/^^+i, 
i//^^2i • • • enthält, sowie jedes Aggregat solcher Formen durch R und die ifß^ 
vorstehenden Formen durch p, so kann jede Form (^p)* in die Form F(r) + Ä 
gebracht werden. Der Beweis kann in derselben Weise wie oben geführt 
werden. Hat also ein symbolisches Product die Eigenschaft, ausser den 
Symbolen rp^ nur ein Symbol q zu besitzen, so kann es die Form amiehmen : 

(XX".) * = F(F)-f Ä. 
Für rpy hat jede Form R den Werth Null; es ist dann also: 

(XX*.) * = F{Y). 
Man sieht nun leicht den Satz ein: 

Jede Coearianle und Invariante der Form ( Vipi)' kann die Form annehmen : 

(XXV.) (Vyj.r = F(V)+R. 
Zum Beweise unterscheide ich drei Ffille (vgl. Ende des §. 5) : 

erstens: V enthält nur die Symbole tf/i. 
Hier hat ( VtpiY ebenfalls nur die Symbole xp^^ . ist also eine Covariante odcA* 
Invariante von y/<, hat also, wie oben gezeigt wurde, die Forni F{V)+R. 

zweitens: K' ist eine Form q oder %p^ eigentlich adjungirt der 
zweiten Art. 
Es enthält dann {VtpiY ausser den Symbolen tpi nur ein Symbol (f, 
hat also nach den Formeln (XIX.) und (XX.) die gesuchte Form, 
drittens: V enthält eines der Symbole ^^,, tpi^^.... 
In diesem Falle enthält {VtpiY dieses Symbol ebenfalls, ist also eine 
Form R. 

Für v/y geht unser Satz in die Form über: 

(XX1^) (Fy^J« = FiVy 

• ..*• = 

§• 8. 

Beweis ; dass jede Covariante und Invariante von f eine ganze Function /^(F) pltr 

Formen V mit numerischen Coefficienten sei. 

Der zn beweisende Satz gilt für die Formell erster und zweiter Ord- 
nung; ich kann mithin die Annahme machen, dass er für Formen dritter, 
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Tierler, fflnfler, ... (m — 1)*^ Ordnung gelte, und will ihn dann für die Form 
^ der m^^ Ordnung* erweisen. Zu dem Ende will ich einige Hfllfssfitze auf- 
stellen, aus denen leicht das gesuchte Resultat folgen wird. Ist die Form 
JJrsy^y,.. . ein Producl von Formen V, und {HtfJiY eine Form m^ Ordnung, 
so existirt eine Gleichung der Form: 

(XXII.) {Hip:r = F{V)+R, 

wo R eine Form, die eines der Symbole i/^^^i, tpi^2^ -,- - entliält, oder ein 
Aggregat solcher Formen bedeutet. 

Beweis. 
Die Form {Hfif = Hipi ist eine Function F{V)^ mithin kann ich die 
Annahme machen, der Satz gelte für die Formen: {Hip^^^^Hip^)^^ ...{Hip^""^'^ 
er gilt dann auch für alle Formen {&HfJ\ {^i)\ ••• ^^H^i'"^ von der m^^ 
Ordnung, da in denselben die Formen S^ von niederer als der m^^ Ordnung 
sind und daher nach unserer früherenAnnahme ganze Functionen F( Y) = 2cH 
sind. — Ich unterscheide nun vier Falle (vgl. Ende des §. 5) : 
erstens: Der Grad von (pi ist grösser oder gleich x. 
Nach §.2 Formel (VI.) gilt hier die Identität: 

Die Glieder der rechten Seite haben nach Annahme die Form F{V)-{'R; 
die Form {(pi%f jedoch nach den Formeln (XXI.). 

zweitens: ipi ist eine Form (), deren Grad fi kleiner als x^ also 
auch kleiner ist als der Grad von xp^. 
Nach §.2 Formel (VII.) ist dann: 

Die Glieder der rechten Seite haben nach Annahme die Form F(K)+A; die 
Form ((pi^^iY =^(^tpiy ist von niederem Grade als tpi, also eine der Formen 
V<+i9 V^i-\-2^ ... der ersten Gruppe von tpi, daher ist ((<^iVt)% V^ya*.) ©ine 
Form R und der Satz gültig. 

drittens: (pi ist eine Form der ersten Gruppe von tp^. 
Es ist dannijpi eine der Formen V^i+i, V'<+2 9 ••.•) filso {H^)" eine Form R. 

viertens: (p^ enthält eines der Symbole V^^+i, W29 •••• 
Es ist dann (JST^,)* eine Form Ä. — 

Man erkennt sofort, dass jede Form tn!^^ Ordnung (^0% da sie ein 
Aggregat von Formen {Hip^" ist, in die Form gebracht werden kann: 
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und also auch jede Form 4>y die das Symbol % enthfilt^ 4er Gleichung genügt : 

(XXIII.) * = FiV)+R, 
da sie nach §. 2 Formel (IV.) eine Summe von Formen (d-tpiY ist. — 

Da fär tpy kein R existirt^ so sieht man, dass jede das Symbol % 
enthaltende Form eine Function F{V) ist; dasselbe gilt nach Formel (XXIII.) 
für die Formen, welche die Symbole V^^_i, V^,.-2 9 V^y-3^ • . • enthalten. Hier- 
hin gehören auch die Formen P^. Somit Ist überhaupt nachgewiesen, dass 
jede Covariante und Invariante J von f von der «1^®° Ordnung, da sie nach 
§. 5 Formel (XVI.) der Identität: 4>^F(A)+P^ genügt, eine Function F( F) ist. 

§. 9. 

* 

Formen fünften Grades, 

Indem ich nun zu der Bildung eines Systems von Grundformen für 
die Formen fünfler und sechster Ordnung übergehe, werde ich nicht den in 
der allgemeinen Betrachtung verfolgten Weg durchmachen^ sondern ein System 
von Grundformen ü aufstellen und zeigen, dass alle Formen 7 als ganze 
Functionen derselben mit numerischen Coefficienten ausdrückbar seien. Für 
ft=5 besteht das System der Fundamentalformen 17 aus folgenden 23 Formen: 

y = (T«); ifcp); {fp)\ .(A); (jT); (/^f); (yi); (ji); (/ii); (zi); 

««;; (t»; (n?; [taj^ (it)^; (ta)(i». 
Aus den bekannten FundamentalFormen einer Form vierter Ordnung f' = ai, 
entstehen dadurch, dass man nach Weglassung der Indices mit dem Producta 
öa^jcC,. .. multiplicirt, die folgenden Co Varianten von f: 

f; (p; (f<py. i; a^KcAab)\ac)\bc)\ 
Die vier ersten dieser Formen sind Formen U, die letzte kann leicht in die 
Form j transformirt werden , ist also auch eine Form V; demnach ist jede 
den Factor ajc&jc^x-*- habende Covariante von f eine Function F(C/), mithin 
auch jede Form W. Man kann daher jede Form J von f m der Gestalt 
schreiben (§.4 Formel (XV.)): 

/= F{U) + P^, 
oder da hier i die einzige Form x ^^^ 

(XXIV.) J = F{U)+P,, 

Ich will nun beweisen, dass jede Form tn^ Ordnung J von f eine Function 

F{ü) ist, und mache dabei die Annahme, dass dieser Satz für die Formen 

44» 
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erster, zweiter, dritter, ... (m—1)^ Ordnung erwiesen sei. Zuerst werde 
ich ihn fQr einige specielle Formen J beweisen und dann erst den allgemeinen 
Beweis antreten. — 

Betrachten wir zuerst diejenigen Formen m^ Ordnung, welche durch 
Uebereinanderschiebung von i mit Formen (m—2)^^ Ordnung entstanden sind. 
Ich beginne mit: 

Man hat dann, da die Form i^a],(pi-(ai)(€up) aus (fg)) durch die erste Combi- 
nation mit (p entsteht (§. 2 Formel (VIII.)) : 

J = i:c(^x(Px(ai)ia(p)+ci(f(p)\ 

Wendet man auf diese Formel die Identität: 

ati, so erhält m^n die Gleichung: 

also ist J eine Function F{1]) nach Annahme. — In derselben Weise lassen 

sich die Formen ((/>,:,•), ((/V),f), ((jt),!), ((/?},<), ((9^0.0. ((>'),0, (^pi),0. 
((rj), j) als ganze Functionen niederer Ordnung, also als Functionen P{IJ) 
darstellen. 

Die Formen ((la), •) und ((^), i) haben die Werthe \(i{i%f und \y{%%f^ 
sind also Functionen F(l/}, so dass wir den Satz haben: 

Jede Form der iw*^" Ordnung,- welche die Gestall (Ui) hat, ist eine 
Function F{U), 

Ist femer ff =91^2... einProduct von Formen l/, so ist (§.2 F. (VI.)) 

(Äi) = {tpii)(p2(pz-+i9^ 
eine Function F{U) (da & von der (m— 2,^ Ordnung, also nach Annahme 
eine Function F{U) ist). Wenn also J eine erste Uehereinanderschiebw%g eon 
i mit einer Form (m—2y^'^ Ordnung ist, so ist es durch die U ausdrückbar, 

Jehi wende ich mich zu den Formen, die durch die zweite Ueberein- 
anderschiebung von f mit einer Form (m— 2)^^ Ordnung entstehen^ und be- 
ginne mit der Form: 

((/9>), »•)' = J 
Nach §. 2 Formel (VIU.) ist : 



J = aWAa<p)((piy+J:A^,,i) 



ui^«*»; 



= (/»+^.(^„0: 



2—5 
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Da sowohl (fp) eine Form ü ist, als aoch, wie eben gezeigt wurde, jede 
Form («9^ t ) eine ganse Function der U ist, so ist auch (Jifq>\ ty eine'Fnnction 
F(U). Ebenso föhrt man den Beweis för die Formen: {(fp),i)\ {(fi\i)\ 

{(jr\i)\ {(fi),i)\ {((pi\i)\ {Ui).i)\ ((pO, 0'- - Die Form ((Tf),i)? hat den 
Werth Null. Jede Form also, welche durch die zweite Uebereinanderschiebung 
tan i mit einer Form U entsteht, ist durch Formen niederer Ordnung, , also 
aud^ durch Formen U ausdrUckbar, 

Ich gehe nun zu der Betrachtung der Formen aber, welche durch die 
zweite Uebereinanderschiebung von i mit einem Producte H von Formen U 
entstehen, und beginne mit denjenigen Formen, in denen H das Product zweier 
linearen Formen U ist. 

Die Form: •/=(!«)«, i)^, welche ich zuerst betrachten wUl, hat den 
Werth (ii')(ia)(i'a) = 0; ebenso die Form ((«/)/, f)^ In ähnlicher Weise 
erhalt man unmittelbar fttr die Formen (Äi)', wenn H gleich a% ay, (ia)y, (taX««)^ 
(»»«, (i«)(<y\ (ir)W ist, die Werlhe: [ia]\ [ia][iy], i («)'(«/}, -i(if)^[««]% 
i(w7(ya), 4(ttf[t«][t?^], 1 (««')' [iy]% so dass in diesen Fallen {Hif eine 
Function von Formen U und niederer Ordnung ist, also nach Annahme eine 
Function F{U). Um [ly]^ zu betrachten, gehe ich von der Gleichung ans: 

/ = (Tft)(Ta) == r^T;(rft)(T'a) 
und benutze die Identität: 

2T,T;,(Ta)(T'a) - rl{r'af + T'^iTay^al(Tr/f', 
ich erhalte dann die Formel: 

f=:T {raf ^^a" {tt')\ also [iyf = (hf (raf ^ \ {iotf{Tt')\ 
also ist [iyf ebenfalls eine Function F(F}, so dass die Form {Hif stets dann 
eine Function F{ V) ist, wenn H das Product zweier linearen Formen V ist, — 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Fall Aber, die Form {Hif in unter- 
suchen, wenn H = (pi(p2(pz... irgend ein Product von Formen U ist. Hierbei 
unterscheide ich zwei Fälle, jenachdem ein Factor von H, etwa 9i, eine nicht 
lineare Form U ist, oder alle Factoren von H linear sind. In dem letzteren 
Falle sei cpi das Product zweier linearen Formen U. 

In beiden Fällen exisfirt nach §. 2 Formel (VI.) die Identität: 

(Hif = (<Pif;>a93- + i,(^o«T"% 

woraus wir den Schluss ziehen, dass, wenn H ein Product ton Formen U ist, 
die Form {Hif eine Function F{U) ist. 

Ferner: Jede Form, welche durch die zweite Uebereinanderschiebung 



346 Gordan, Beweis eines Sattes aus der Invariantenlkeorie. 

pon i mit einer Form (m— 2)'""^ Ordnung entsteht, ist durch Formen U und 
Formen 'niederer Ordnung ausdrückbar, also nach Voraussetzung durch Formern 
U. Nach §. 2 Formel (IV.) ist aber jede Form P., welche das Symbol t 
enthalt, in der Form 

i^+(t-*i)+(«'.V 

anadrückbar ; jede Form P^ ist daher durch Formen ü ausdrückbar, also nach 
dem Früheren (Formel (XXIV.)) überhaupt jedes J; was zu beweisen war. 

§. 10. 

Formen sechsten Grades. 

Die Fundamenlalformen U fflr f=a% sind folgende 26 Formen: 

/; 9>=(/r^% *=(/ir/, -^^c/^a *=(/i^), (;*), (fk)\ i^(fk)\ 

{<pk), {flh ^^{hk)\ i = {kk)\ (fJ), {kl), m^{kl)\ ifm), 
{kJ), j=-{kJ)\ (km), n=^(km)\ (f, = (lm), (*»), (mm)\ p, = (4i), 

Q3='(mn\ {lm){ln){mn). 
Knüpfen wir zuerst an die Form k =^ic% = a\bl:{abf einige vorbereitende Be- 
trachtungen. DiiTerentiirt man k, und ersetzt man die Incremente der Reihe 
nach durch die Variabein y, z, r, so erhält man folgende Identitftten: 

7^^Xy=^alb^by{ab)\ 
x\xyx,^\a,by{ab'\2a,b, + b,a^^] = ia^by{ab)'[2{ab){zx) + Zb,a,\ 

=^{abTa\byb.^^^A{yx){zx\ 

X, XyX.Xr = {abj*a,^a,by b^ - ^A {(yr) {zx) + {zr) (yx)}. 

Jede Covariante und Invariante von f also, die den Factor (ab)* hat, kann 

in die Form P^+AR gebracht werden, wo P^ einen das Symbol x enlhaüem- 

den Ausdruck bedeutet (vgl. §. 2). 

Die Formen W (vgl. §. 4) können die Form FiU)+P^+AR annehmen. 

Beweis. 
Die Formen W sind ganze Functionen derjenigen Covarianten A von 
f, welche den Fundamentalformen einer Form fünften Grades entsprechen. 
Alle diese Formen A ausser f, (p, t entsprechen nun Formen, die das Symbol 
I enthalten, und haben daher den Factor (abf, können also die Form P^+AR 
annehmen. 

Da nun nach §. 4 Formel (XV.) jede Form J von f in die Form 
W+Pj^ gebracht werden kann, und die einzigen x bier Ar ond A sind, so 
kann J die Form annehmen: 

(XXV.) J = F{Ü)+P,+AR. 
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Um nun nachzuweisen, dass jede Form J durch Formen U ausdrückbar sei, 
werde ich wieder zunächst annehmen, dieser Satz sei fflr alle Formen erster, 
zweiter, dritter, . . . (m — 1/«"^ Ordnung richtig, und ihn dann für Formen 
mter Ordnung nachweisen; zunächst aber insbesondere fQr einige specielle 
Formen J. 

Zuerst betrachte ich diejenigen Formen, die durch die erste Ueber- 
einanderschiebung einer Form U mit k entstehen, und beginne mit: 

Es ist dann nach $. 2 Formel (VIII.)? da die Form a],(pl{a(p)(ax)7^^ durch 
die erste Combinalion von (fcp) mit k entsteht, 

/ = a* xi (fliacp) {ax) + ck{f(p)\ 
und wenn man die Identität: 

2(f,x^{a(p){aA) = (pl{axf-al{<pxf+x\{a(pf 
anwendet : 

j=i<p(fky-m(pkr+ck(fcp)\ 

Die in diesem Ausdrucke von / vorkommenden Formen sind von niederer 
als der m^^^ Ordnung; mithin lassen sie sich sowohl als auch J (nach An- 
nahme) durch die Formen U ausdrücken. 

In derselben Weise zeigt man, dass die Formen: {{<pk)^k\ {(fk)^k)^ 
{(fJ),k), {{flUk), {{kl\k\ {{fm\k\ {{M\k), {{km\k), {ikn\k\ {{kJ),k\ 
(pi, k\ ((>2 9*/\ (93 1*) sich als Functionen der U darstellen lassen. — 

Für die Form 

J=^{{fk)\k) 
erhalt man (§.2 Formel (VIII.)): 
J=aUAaxj\^^>':+ck(fky==--ia',y.,x:{ax^^ 

wodurch diese Form ebenfalls dargestellt ist. Aus diesen Betrachtungen er- 
giebt sich nun sofort, dose jede Form {Uk) eine Function F{U) ist 

Ist femer H ein Product der ü, so ist {Hk) eine Function F{ü) 
(vgl. 2 Formel (VI.)). Jede Form m^" Ordnung, welche die Gestalt {»k) hat, ist 
eine Function F{U) (da i^ eine Form (m— 2}^^' Ordnung, also nach Annahme 
eine Function F{ U) = 2cH ist). 

Ehe ich zu höheren Uebereinanderschiebungen mit k Qbergehe, will ich 
einige Folgerungen aus der (Annali di Matemat. pura ed applicata Ser. II. 
T. I. p. 53) gegebenen Relation : 

{fkr = 
ueken. Man erhält daraas die folgenden waiterea Fcyrmefai ($. 3 Forniri (VI. )) : 
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Da die Form a]cbxx],{axf{abf aus der Form <p = {fff durch die aweite 
Combination mit k entsteht, so ist nach §. 3 Formel (XI. ) 

e^^bWxiaxfiab)'' = ((pkf+c^l^, 
und mithin hat die Form (q>kf den Werth 

{<pkf = cif^cie, 

ist also durch Formen U darstellbar. 

Um die Form {(fk/^ ky zu untersuchen, gehe ich ebenfalls von der 
Identität {fkf = aus; da die Form a^^{xx'){axfx'* ms (fkf imch die erste 
Combination mit Ar entsteht, so ist nach $.2 Formel (VI.): 

= a'^xJiaxyixx'^ + ckl, 

also .: 

-ckl=\al(xx'){x'J(axf-x'Aa>'y\ 

= - iot {xxj {x': {axf+ X, x'^ (ax) {ax') + x^ (axj] , 

ckl= ia* {xx'f {SxJ (ax/ - (xx'J'al] = »al x'; (ax)'' (xx')'' - \if. 

Die Form ai,x'^ {axf^x'/f entsteht aus (fkf durch die zweite Combination 
mit *, folglich ist nach $.2 Formel (VI): 

und {{fkf^hf hat den Werth: Ckl+CJ(, ist also eine ganze Function von den U, 
Nachdem nunmehr gezeigt worden ist, dass die Formen {(pkf und 

((/Ä)% fty ganze Functionen F 17) seien, gehe ich dazu über nachzuweisen« 

dass auch die übrigen Coyarianten der Form {Ukf diese Eigenschaft besitzen^ 

und wende mich zuerst zu der Form / = (; ^9>), kf- 

Dieselbe lässt sich nach $. 2 Formel (VIII.) folgendermassen schreiben: 

(( f<ph kf ^ol'Aacp)v>l iipkj' 4 + i. c, ((/y )*^S ky-\ 

Die Form at(aqE))9)*;ei(9?&/ entsteht nun ans der Form {(pkf durch die er«fe 
Combination mit f, hat also nach §. 2 Formel (VIII.) den Werth 

mithin ist: 

{tkf = {{(pk)\r)+cr{(pkf+j;.c,{(j<pr^^^^ 

da^ wie oboa gozeigl. wur4#, . (^)' ^Cif+C^l$^^^ m erhalteit^' wir nach 
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$.2 Formel (VI.) die Gleichung: 

aus der wir folgern, dass {tkf sich aus Formen niederer Ordnung und aus 
Formen, die aus der ersten Uebereinanderschiebung mit k entstehen, zusammen- 
setzen lässl. — 

Um zu zeigen, dass auch die Form {{(pk)^ky eine ganze Function 
der V ist, benutze ich den Umstand, dass die Form (f^iv^'f^x iV^'^)^x &Q9 
den Formen {(pk) und {(fkf durch die zweite und die erste Uebereinander- 
schiebung mit k hervorgeht und daher die Werthe besitzt (§. 2 Formel (YIII.)) ' 

Durch Gleichsetzung dieser beiden Werthe erhalten wir die Gleichung: 

{(cpk), ky = C{((pk)\ k) + CMcpk)\ 
aus der, w'ie oben gezeigt wurde, folgt, dass sich {{(fk)^ky durch Formen U 
ausdrücken lässt. Mittelst desselben Verfahrens kann man beweisen, dass eben- 
falls die Formen ((/»),*)% ((?*),*)% ((m&), Ä)% ((»*),*)% ((^&), *)' ganze 
Functionen F(U) seien. — 

Da die Form k eine Form vierten Grades ist, so bat die Covariante 
(z/ft/ von &, wie bekannt, den Werth: {Jky^dk; ich will diese Formel 
benutzen, um auch die Form [(Jf)^ ky zu untersuchen. Zu dem Ende be- 
trachte ich die Form a^xJj,scl.(Ja){Jky^ welche aus den Formen (Jf) und 
(Jky durch die zweite Combination mit k und durch die erste Combination 
mit / entsteht und daher die Werthe hat: 

Aus dieser Identität folgt unmittelbar, dass ((^/'), ky sich durch die U aus- 
drücken lässt. 

Die Form ((/?),*)' hat, da die Form aWA^) W (Ik) aus (/?) durch 
die zweite Combination mit k entsteht, den Werth (Formel (VIII.)): 

((/?), ky =. alx^Aa^){al){bc) + c{{riy, k), 
oder wenn man die Identität: 

2a,x,(a/)(&) = lliaxr-xliair-aliKlf 
benutzt : 

= i<(/»)HC((/'0%*)-*(A«)» 

JoonMl fBr liathmaük Bd. LXIX. Htft 4. 45 
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ist also durch U' darstellbar. Etwas verwickelter ist der Nachweis, dass auch 
die Form {(fm\ky eine Function F{U) sei. Diese Form hat, da die Form 
€^,xKax)(am){mx) aus (fn) durch die zweite Combination mit / entsteht, den 
Werth (Formel (VIII.)): 

oder da m = xl{xff ist: 

((/m), kf = i^^xl(ax){ax'){x'x){x'ir + e{{fm)\ k) 

=. -i^^xJA^x)iax')(xx'f{x'l)+c{(ffn)\ky 

Die erste Form der rechten Seite entsteht nuii durch die erste CombinAlion 
mit / aus der Form (^^x^x^{ax){ax')(xxy^ welche letztere Form wieder durch 
die zweite Combination mit /'aus ^entsteht, also den Werth hat (Formel (VIII.)) : 

oder da, wie oben gezeigt wurde, (Jff = Cif+Cikl ist, den Werth hat: 

C,if+CM 
Aus diesen Betrachtungen kann man auf die IdentitSt schliessen: 

{{fm^ky = c{{fmy,k)+c,i(ri) + cl{kl), 

welche zeigt, dass ((/>»), ky eine Function F{U) ist. — Die Form (Äll)^ die 
ich durch p bezeichnen will, hat den Werth: 

p = im + 2jl, 

(Ann. di Mat. pag.58) ist also dui^ch Formen U ausdrOckbar; ebenso die drei 
Fornrlen (Pi, *f , welche die folgenden Werthe besitzen: 

(P2*)' = -Pj + Cpif, 

(es*)" = cjpi, 

80 dM8 jede in der Form (ökf enthaltene Covariante eine gan^e Function 
der U ist. 

Femer ist die Form {Hkf^ in der H ein Produ^ von Formen U be- 
deutet, mittelst der Formel (VI.) durch die U darstellbar, sowie endlich jede 
Form, welche aus einer Form (m— S)***^ Ordnung durch die zweite Uebereit^ 
anderschiebung mit U entsteht. 

Ich wende mich nun zu der Untersuchung ^rfenigen Formen, welche 
durch die dritte Uebereinanderschiebung mit k entstehen, und beginne mit der 
Betrachtung der Form {(pkf. -^ Da die Form (axyajcbXiabf x^, aus den Formen 

(p und {fky=0 durch die dritte Combinatiod mii ür und durch die zweite Com- 

- • 



ir-^ 
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bination mit / entsteh^ bat sie die beiden Werlhe (Formel (YIU.))' 

dorcb deren Gleicbsetzung gezeigt werden kann, wie die Form {(pkf durch 
die U ausdrückbar ist. — Ein ähnliches Verfahren lehrt uns die Formen: {tk)\ 
{{fj), k)\ {{fl), k)\ ((/m), ky durch die U ausdrücken. 

Um die Form {(tpx)^ ky zu untersuchen^) bemerke icb, dass die Form 
Vx^x^'x((px){<px'y aus den Formen ((pk) und ((fky durch die dritte und erste 
Combination mit k entsteht, mitbin die Werlhe hat (Formel (VIII.}): 

'= {((pkj\k)+ck (pk)% 

durch deren Gleichsetzung man sieht, dass die Form {((pk\ky eine Function 
F(U) ist. — In derseiben Weise kann man zeigen, dass die Formen {{fk)^ky^ 
{(fk)\ ky^ {(kJ\ ky durch die U dargestellt werden können. 

Da endlich die Formen ((«;, ky, {{km\ A)\ ((A»), ky die Wertbe haben: 

{{kl),ky = cil+c,n, 

{{km\ky = cim+ejl, 

((&»), *y = cin + cjm, 

also ganze Functionen der 17 sind, so kann jede Function, welche aus einer 

Fonh U durch die dritte Uebereinanderschiebung mit k entsteht, durch die 

Formen U dargestellt werden. 

Ich will nun dazu übergehen, auch diejenigen Formen {Hkf zu unter- 
suchen, in denen H ein Product von Formen U ist, und beginne mit dem Falle, 
wo H das Product zweier quadratischer Covarianten U ist. — 

Sind a und r irgend zwei quadratische Formen, so ist (Formel (VIII.)): 

{ax.ky = {xafx^r^{}CT) + c{{aT\ky 
= {4(^<^)%t} + c(;(7t),*)^ 
ersetzt man in dieser Formel a und r durch irgend zwei der Formen: l, m, n, 
(^19 p29 9z^ 90 sieht man unmittelbar, dass der Ausdruck {x\{xaf,T} sich als 
Aggregat der Functionaldeterminanten dieser sechs quadratischen Formen, mit- 
hin auch als Aggregat dieser Formen selbst darstellen lässt. Da dann auch 
((crr), Ar)^, wie oben gezeigt wurde, eine Function F{U) ist, so ist {or^kf 
stets durch die Formen U ausdrüekbar, wenn a und r zwei quadratische Co^ 
Varianten U bedeuten. 

45» 
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AttS der Formel (VI.) geht nun nnmiUelbar der Sats hervor: 

Jede Form, die aus einem Product eon Formen U durch die dritte 
Vebereinanderschiebung mit k entsteht, ist durch die Formen ü ausdrückbar. 

Ferner: Jede Form, die aus einer Form (m—2y^^ Ordnung durch 
die dritte Vebereinanderschiebung mit k entsteht, ist eine game Function der 
Formen U. 

Es bleibt uns nnn noch die Untersuchung der Formen fibrig, welche 
sich durch die vierte Uebereinanderschtebung mit k ableiten lassen. Ich be- 
ginne mit der Form ((pk^ und benutze den Umstand, dass die Form b*j,{abf(axy 
aus den Formen (p und / durch die vierte Combination mit k und durch die 
zweite Combination mit f entsteht, also die beiden WeHhe hat (Formel (VIII.)): 

Da die Form (/7)% wie in der oben erwähnten Abhandlung (Ann. di. Mal. 
Ser. II. T. I. pag. 60) gezeigt wurde, den Werth |(//-f ^ä) hat, so ist nach 
obiger Identität {(fk)* eine ganze Function der Formen U. — 

Um die Form (tky zu untersuchen, gehe ich von der Form 

aus, welche aus / durch die vierte Combination mit k entsteht, also nach 
Formel (IV.) den Werth hat: 

iffikfiacp) ai cpi = (tkf + i, i&, , k)*-'. 

Nun. haben wir eben gesehen, dass {(pk)* = CJ -\- CiAk ist, also ist aach: 
{irpk)\f)=^C{Jn + CAikn und: 

c{jf)+c,A{kr) = {tkf+k{»,,k)^. 

Hieraus folgt, dass die Form (/Ar)* eine ganze Function der ü ist. — 

Ist die Form \p = i//!^ eine beliebige Covariaflte von f, so findet, da 
die Form i/^ v"^ (V^^) (V^^') (^^T = ^ aus der Form [ipk) durch die vierte Com- 
binalion mit f entsteht, die Relation statt (Formel (IV.)) : 

((v/Ä),&)* = k,{&.,kr\ 

Ersetzt man in dieser Identität \p der Reihe nach durch die Formen: ip, f, 
l, m, n, Jy so siehst man, dass diejenigen Formen, welche durch die vierte 
Uebereinanderschiebung mit Ar aus den Formen: (^Ar), {fk)^ {Ik)^ (m^)? (*'^)<» 
{dk) entstehen, durch die Formen U ausgedrückt werden könnlDU. 
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Den Werth der Form {{fk)\ k)* finde ieb durch die Bemerkung, dass 
die Form {axy{ax'fyJJ = {klf = m aus der Form (fky durch die vierte Com- 
bination mit Ar entsteht, also der Gleichung genügt: 

In ähnlicher Weise finde ich für die Covnrianten ((/*/), &)* und ((/w), ä)* die 
Ausdrücke: 

m,ky ^ ^:i»,,kr\ 

Aus diesen 3 Formeln folgere ich, dass diejenigen Formen, welche aus den 
Formen f/ft)% (/w), (fl) durch die vierte Uebereinanderschiebung mit k ent- 
stehen, ganze Functionen der U sind. 

Um die Form ((/j/), A-)* zu untersuchen, benutze ich den Umstand, 
dass die Form a*^(aJ){ak)(Jky^ welche aus (fJ) durch die vierte Combination 
mit k entsteht, zugleich aus der Form (^ky = durch die zweite Ueberein- 
anderschiebung mit f entsteht, also verschwindet. Es ist daher die Form 
(Formel (IV.)) 

* . ■ 

eine ganze Function der U und somit allgemein jede Form, die aus einer 
Form U durch die eierte Uebereinanderschiebung mit k entsteht , durch die 
Formen U ausdrückbar. 

Indem ich nun zu den Formen übergehe, welche aus Producten H 
der Formen U durch die vierte Uebereinanderschiebung mit k entstehen, be- 
ginne ich mit dem Falle, wo H das Product irgend zweier quadratischer 
Formen U ist, die ich a und r nennen will. Die Form: 

(ar, ky = ((a*)^ r)^ 
ist, da, wie oben gezeigt wurde, die Form (aky stets aus den quadratischen 
Formen U linear zusammengesetzt werden kann, ein Aggregat von Invarianten 
(pr)^, welche aus zwei quadratischen Formen U durch die zweite Uebereinander- 
schiebung entstehen. Hieraus folgt, dass die Invarianten (ar, /r)^, in denen 
a und T irgend zwei Formen U zweiten Grades bedeuten, durch simultane 
Invarianten der Formen /, m, n ausdrückbar sind. Diese simultanen Invarianten 
sind nun aber, wie bekannt, ganze Functionen der sieben Invarianten : 

(«)^ (Imy, (Inf, (mm)\ (mny, (nfif, (Im) (In) (mn) , 
welche, wie (Ann. di. mat. ser. II. t. I. pag. 54 — 64) nachgewiesen wurde, 
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ganze Functionen der Invarianten ü sind, mithin sind auch alle Formen 
(OT, ky ganze Functionen dieser Invarianten. 

Ich bin jetzt im Stande nachzuweisen, dau jede Farm die dmrch die 
eierte Uebereinandersckiebung mit k aus einem Producte H eon Formern U 
entstekty durck die Formen U ausgedrückt werden kann. 

Ein jedes solches Product H^(pi(pi(p^. .. nämlich hat einen Factor, 
etwa (pi^ der entweder eine Covariante U ist, deren Grad grösser oder gleich 
vier ist, oder der ein Product zweier quadratischer Covarianten U ist; es ist 
dann nach Formel (VI.) die Form 

also eine ganze Function der U. 

Aus diesen Betrachtungen kann ich folgende Folgerungen ableiten: 
Jede Form, die durch die eierte Uebereinandersckiebung mit k aus einer 
Form (m—2y^'' Ordnung entsteht , ist eine ganze Function der U. 

Da das Nämliche, wie oben bewiesen, für die Formen gilt, die durch 
die 0% 1»^, 2*« und 3^« Uebereinanderschiebung mit k aus Formen («—2)^ 
Ordnung entstehen, so ist nach §.2 Formel (IV.) jede Form P„, die das 
Symbol k enthält, eine ganze Function der U; sowie nach §.10 Formel (XXV.) 
jede Form wi^"* Ordnung eon f überhaupt. 

Giessen, den 8. Juni 1868. 
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lieber eine Eigenschaft von Functional 

determinanten. 

(Von Herrn Ä. Clebsch zu Göttingen.) 



W enn man die Coordinaten eines Punktes einer Curve als ganze 
homogene Functionen zweier Parameter dargestellt hat: 

(1.) Ux2 = /iCInfe) 

so findet man in Ähnlicher Weise fOr die Coordinaten der Tangente des 
Punktes x: 

(2.) \au2 = <h(ßnS7) 

wo (pi^ (p2^ (pi die drei aus den Functionen /i , ^ ^ fi zu bildenden Functional- 
deter minanten sind. Wenn man nun aber von den Gleichungen (2.) wieder 
ebenso weiter geht , wie von den Gleichungen (1 .) zu den Gleichungen (2.) 
selbst, so kommt man wieder zu den Ausdrücken ffir die Coordinaten eines 
Punktes der Curve ; es miAssen daher die neuen Bildungen wieder auf die 
Gleichungen (l.) führen, abgesehen von einem gemeinschaftlichen Factof, 
welchen die rechten Seiten besitzen können. Hieraus folgt der Satz: 

Wenn man aus dtei homogenen Functionen mit zwei Veränderlichen 
und gleich hoher Ordnung die Functionaldetermincmten bildet^ und aus' diesen 
wieder die Functiontüdeterminanten^ so sind letztere bis auf einen gemein- 
sehafUichen Factor den ursprünglichen Functionen gleich. 

Defisetben Satz kann man ebenso geometrisch ffir Vier homogene 
Fimcfienefi" mit drei Variabein einsehen. Ffl^ n + l FmiütfoKidn aber mit n 
Variabein bewMat üMli itai hlg'ebraisch s^fo^ {^bt, vtkt foljgrt: Bezeiehiteh 
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wir durch /i, ^, ... /«^.i die gegebenen Functionen, durch (pi^ (p^^ ... y,^i 
ihre Functionaldeterminanten, durch V^m V^29 ••• V^n+i die Functionaldeterminanten 
der (p. Betrachten wir den Ausdruck: 
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Multipliciren wir hierin die ersten n+\ Horizontalreihen beziehungs- 
weise mit /i, /i, ... /^^.i, und ziehen die Summe von der letzten ab, so 
zerstören wir die Terrae ^a^/), ^bj^; an Stelle der Nullen in der letzten 
Horizontalreihe aber treten die Ausdrücke 



^<A 



dipi ___ d 



dfi 



welche identisch verschwinden. Daher ist /2 -= 0, welches auch die Werthe 
der ganz beliebigen Grössen a^^ 6^ seien, und indem man die Coefficienten 
der Producte Gibt in R einzeln gleich Null setzt, erhält man die Gleichungen 

fiV^k-fkV^i = 0, 
welche zu beweisen waren. 

Es ist leicht dem Satze eine gewisse weitere Ausdehnung zu verleihen, 
indem man statt der n Variabein deren n + m einführt, und zwischen diesen 
f» Bedingungen bestehen lässt. 

Aber von grösserem Interesse ist die Aufsuchung des gemeinschafllichei 
Factors, durch welchen die Functionaldeterminanten ifj von den FuncUoneu f 
verschieden sind. Da in den yj nur zweite Differentialquotienten der / auf- 
treten, so kann man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun^ die Functionen 
f als Functionen zweiter Ordnung betrachten. Eine Abzahlung lehrt dann sfh- 
fort, dass , dieser Factor M vom Grade n+l.«— 2 in den Yariabeln und vom 
Grade n— 1 in den Coefficienten jeder der Functionen iat. Aber seine wirk-^ 
liehe Darstellung scheint mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden, die ich 
nur für drei Functionen mit zwei Variabein und für vier Functionen mit dr« 
Yariabeln durch besondere Beirachtangen habe überwinden können. 
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Bei drei Functionen mit 2Wei Variabein 

ist nach der obigen Abzahlung der Factor M eine simultane Invariante, welche 
die Coefficienten jeder der Functionen f nur linear enthalt. Daher ist M von 
der einzigen existirenden Invariante dieser Art 

«1 bi Ci 

02 ^2 ^2 

ch bj Ci 

nur durch einen numerischen Factor verschieden. Es ist leicht, in dieser Bil- 
dung eine wesentliche Eigenschaft von M wieder zu ericennen, die EigendciiAft 
nämlich, dass M nothwendig eine Combinante ist, d. h. dass M, wenn man 
die / durch lineare Combinationen derselben ersetzt, sich nur um einen von 
den Coefficienten der Functionen unabhängigen Factor ändert. 

Für vier Functionen mit drei Veränderlichen folgt der Ausdruck von 
M aus dieser Bemerkung zusammen mit der Theorie der jS/etnerschen Fläche, 
welche ich im 67"^^° Bande dieses Journals gegeben habe. Dort ist nämlich 
gezeigt, dass im Allgemeinen es immer möglich ist, durch passende lineare 
Transformation der Variabein die f als lineare Verbindungen der vier Ausdrücke 

H+^+s^, 2U., ais^M 2SJ, ' 

darzustellen. Bei der Bildung von M isann man also diese Ausdrücke an 
Stelle der Functionen f zu Grunde legen. Die <p werden dann, bis auf einen 
gemeinsamen numerischen Factor: 

Eine kleine Rechnung lehrt sodann mit Zugrundelegung dieser Werthe der ^^ 
dass bis auf einen numerischen Factor M den Werth hat 

(ll+l2 + l3)(li + f2-?3)(^i-"^2+l3)(-f,+f2 + l3). 

Dieser Ausdruck aber, gleich Null gesetzt, giebt das Vierseit in der Abbildung 
der Steinerschen Fläche, in welches die Abbildung der Wendecurve sich auf- 
löst (§. 5 a. a. 0.) ; und diese Abbildung wieder habe ich eben dort allgemein 
bilden gelehrt (Formel (38.)). Die Regel für die Aufstellung von M bei 
vier Functionen mit drei Veränderlichen ist hiernach folgende: 
Man bildet die Determinante 
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welche nach den u geordnet den Ansdruok 

annehmen mag. Die Function M ist dann bid auf einen numerischen Factor 
dem Ausdrucke 
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gleich. Die Coincidenz von M mit der linken Seite der Gleichung für die 
Abbildung der Hesaeschen Wendecurve lässt sich fibrigens aus der Theorie 

• • • 

der auf einer Ebene abbildbaren Flächen direct ehidehen ; was aber hier aus- 
einanderzusetzen zu weit fähren wflrde. 

Göttingen, den 2. November 1868. 
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lieber die Anziehung eines homogenen Ellipsoids. 

(Von Herrn F. Grube in Hamburg.) 



JLlie folgende Entwicklung der Formeln fflr die Componenten der An- 
ziehung eines homogenen Ellipsoides beruht wesentlich auf einer Umformung 
eines Integrales / von der Form 



/; 



2n 



/ VCilcoBi^ — ay+(Ä8inV/ — 6)* + c* 

Nach Gami und Jacobi*) ist 

Hierin bedeuten a, a\ a" die Wurzeln der cnbischen Gleichung 

^^'^ A' + x "^ iB* + ar "^T ~ ^' 

SO dass 

Es ist ferner aus der Theorie der elliptischen Integrale bekannt**), 
dass das Integral 

/ " ^ ^ Ä ^ 



durch die Substitution 



= sitf cp 



übergeht in 



2 /^i d^ 

f a— y ^ 



*) Gauss, Determinatio attractionis etc. in den commentationes societ. Gott 
Bd. IV. — Jacobi, Bd. 2, 8 und 12 dieBes Journals. — Neuerdings bat Herr GAsek 
die Besultate von Gauss und Jacobi in kürzerer Weise entwickelt, Bd. 61, pag. 187 
dieses Journals. 

^) Vergl. hierüber ScheUbach, die Lehre von den elliptischen Integralen, p. 278. 

46» 



360 Grube, Attraciion des Ellipsoides. 

Daraus folgt, wenn man noch beachtet, dass vermöge (l.J für jeden Werth 
der Variablen x 

ist, 

/ |^a;(^*+a?)(Ä'+a?)- cXA*+xXB'+x) - a'x(^B'+x') - 6X^"+«) 

Da offenbar die Summanden des Integrales auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung imaginär werden für jeden Werth der Variablen x, der 
zwischen und a liegt, so ist es auch erlaubt zu sagen, es sei / gleich dem 
reellen Bestandtheile des von bis oc ausgedehnten Integrales fauf der rechten 
Seite. Bedient man sich daher, um anzudeuten, dass eine Grösse a gleich 
sei dem reellen Theile einer complexen Grösse b, der Bezeichnungtsweise 

o II b, 
so hat man 

( / ^ ^^ II 

^ / yxQA'+xXB'+x) - c\A'+xXB'+x) -a*a?(J9'+a;) -fc«x(il'+aj) 

Die Halbaxen des Ellipsoides seien a, ß^ y. Ich nehme dieselben als 
Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystemes, und nenne die auf diese Axen 
bezogenen Coordinaten irgend eines Punktes des Ellipsoides Xy p, i^, und die 
des angezogenen Punktes a^ b^ c. 

Man zerlege das Ellipsoid in lauter unendlich dQnne elliptische Scheiben 
durch Ebenen, die die Axe y rechtwinklig durchschneiden. Die Dicke einer 
solchen Scheibe werde dz genannt. Die Halbaxen von irgend einer dieser 
Scheiben, deren Entfernung vom Mittelpunkt des Ellipsoides ;5 sei, nfimlich 



nenne ich der Kurze wegen m^ ». 

Ich bestimme zunächst das Potential V dieser Scheibe, oder das Integral 



y = */^, 



ausgedehnt aber alle Punkte der Scheibe, wo (o das Flächenelement der Scheibe, 
und r die Entfernung des FMcheneleraentes vom angezogenen Punkt bedeutet 
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Fär alle Punkte der Scheibe ist die Coordinate ;5 constant Statt der 
Coordinaten x, y eines Punktes der Scheibe fähre ich zwei neue Coordinaten 
X, V ein vermittelst der /roryschen Substitution 

X = flt^COSI^^ 

y = 11^ sin V. 

Eine Integration nach l und v erstreckt sich auf alle Punkte der Ellipse, 
wenn man der Variablen X die Grenzen und 1, und v die Grenzen und 
271 ertheilt. 

Aus der bekannten le^eiM/r^schen Formel fär das Flachenelement 

ergiebt sich 

• cü = mnXdldv. 

Ferner ist 



r = y{fnlca9y—ay+{nksiny—by+{ss-'cf. 

Da alle Punkte, für die l constant ist, auf einer mit der Begrenzung 
der Scheibe ähnlichen und concentrischen Ellipse liegen, so ist das Potential 
V eines unendlich dünnen mit der Begrenzung ähnlichen und concentrischen 
Ringes, dessen Halbaxen ml, nX sind, gleich 

2/1 

tnndildl/ — . , , ■ 

,/ y(m>lco8v — a)" + (iiilßiny— 6)" + (» — c)' 

Wenidet man auf dies Integral die in (2.) enthaltene Umformung an, 
sa werden sich nacheinander die Integrationen nach k und z ohne weiteres 
ausführen lassen. Vermöge (2.) hat man 

r II 2mndzldk 
Hierin führe ich statt s eine neue Variable l^s ein; dadurch wird 

OD 

V II 2mndz)idX / ' , , , ,-, "^ . . -. 

Durch Integration von V nach k zwischen den Grenzen und 1 erhält 
man das Potential der Scheibe. Um aber die imaginären Summanden des 
Integrales abzusondern, beachte man Folgendes. Selbst für den grössten Wertb 
des ky def ja 1 ist, wird man für keinen V^erth der Variid)Ien $, der nicht 



_ . -^ j. • 
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der Ungleichung 






genügt^ einen reellen Sammanden erhalten. Bezeichnet man demnach die 
positive Wurzel der Gleichung 

= r _> ' . ^ + 



durch ()^ so darf die Integration nach « erst von q an beginnen. Ausserdem 
müssen fär jedes s^ welches grösser als q ist, die l der Bedingung genügen 

wo 

gesetzt ist. Demnach ist das Potential der Scheibe 

F = 2 d fk f ^"^^ 

oder, wenn man die Integration nach l ausführt und zugleich der Kürze wegen 



setzt, 

Y = 2mndsi / — r a , ^ i , ^ - 

Hieraus erhält man behanntlich die Componenten der Anziehung der 
Scheibe in der Richtung der Axen a^ ß^ y des Ellipsoides, die ich mit X^llj 
Z bezeichnen will, durch Differentiation resp. nach a^ 6, c^ nfimlich 



OD 

-3f II — 2ffiiiai/2 / > , . — V „^ V 



OD 



(8.) (yil-a-Kft /t,.^^;.) 

Indem man einen dieser Ausdrücke, z. B. X^ nach % integrirt zwischen den 
Grenzen —y und y, erhSlt man die Componente Ä der Attraction des El- 
lipsoides in der Richtung seiner Axe a. Statt t führe ich aber erst dae 
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andere Variable «(l— -V) ^in- Dadurch erhält man zunächst, nach einigen 
leichten Rednctionen 



wenn 






c, a*9 &•« c*« 



? ' 



«* + « /?• + # y* + « ^ 



jr = |/» + /- 



yc 



IM^ 



i » 



go = -y^+/- 



rc 



Damit die Summanden des zweiten Integrales reell werden, darf man 
nur solche Werthe fflr z nehmen, dass 

(4.) z'<:s 

wird. Dies ist ffir keinen Werth ss der Fall, wenn nicht die Bedingung 

S>0, oder i:>--^+--^—+..-^ 

erfallt ist. Diese Bedingung ist offenbar ffir jeden Werth des s zwischen 
und oo erfallt, wenn der angezogene Punkt innerhalb des EUipsoides liegt; 
liegt derselbe aber ausserhalb, so wird erst von einem bestimmten Werth der 
Variablen s an, den ich fi nennen will, jS positiv werden; fi ist die positive 
Wurzel der Gleichung 

1 = ^^+ »;i^4 «■ 



«' + « /^+« y* + « 
Ffir innere Punkte erstreckt sich die Integration nach s also von 0, für äussere 
aber erst von fi an. 

Da femer, wie leicht zu sehen, für keinen positiven Werth des s 

and mithin erst recht nicht 

fff,<S 

ist, und da, wie ebenfalls leicht ersichtlich, g ffir jedes positive s positiv, go 
aber negativ ist, so darf wegen (4.) die Integration nach s sich nur er- 
strecken aber die Werthe von z^ ffir welche 
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Demnach ist 

vs 



'k 



oder schliesslich, wenn man die Integration nach % aasftkhrt: 

OD 

worin die untere Grenze den Werth oder fi hat^ jenachdem der angezogene 
Punkt innerhalb oder ausserhalb des EUipsoides liegt. 

Schliesslich bemerke ich noch, dass man Aurch Integration der Formeln 
(3.) nach ;5 die Componenten der Anziehung eines jeden Körpers von ellip- 
tischem Querschnitt, der von irgend einer Oberfläche zweiten Grades und von 
zwei mit dem elliptischen Querschnitt parallelen Ebenen begrenzt ist, in Form 
einfacher Integrale erhalten kann. 

Ich werde gelegentlich auf diesen Gegenstand zurückkommen. 

Hamburg, im October 1867. 
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Lehrsätze über das Strahlensystem erster Ordnung 

und erster Classe und den linearen 

S trahlencomp I ex« 

(Von Herrn Th, Reye in Zürich.) 



1. ^wei collineare ebene Systeme 2, JS^^ die ihre Schniitiinie, nicht 
aber alle Punkte derselben entsprechend gemein haben, erzeugen ein Strahlen-- 
System jS« Wir rechnen zu demselben jeden Strahl, welcher einen Punkt von 
-2* mit dem entsprechenden Punkte von -S*! verbindet. Von anderen Strahlen- 
Systemen unterscheidet es sich dadurch, dass im Allgemeinen durch jeden Punkt 
des Raumes nur einer seiner Strahlen hindurchgeht und in jeder Ebene nur 
ein solcher enthalten ist; es ist also von der ersten Ordnung und der ersten 
Classe. 

2. Haben die Ebenen £^ ^i einen Punkt ihrer Schnittlinie entsprechend 
gemein, so liegt derselbe auf einer Axe des Strahlensystemes S, d. h. auf 
einer Geraden, welche jeden Strahl von S schneidet. Durch jeden Punkt 
einer solchen Axe gehen, und in jeder Ebene derselben liegen unendlich viele 
Strahlen von S; dieselben bilden einen gewöhnlichen Strahlenbüschel. Um- 
gekehrt ist jeder Punkt, in welchem zwei Slrahlen von S sich schneiden, auf 
einer solchen Axe enthalten, und auch die Verbindungsebene der beiden Strahlen 
geht durch eine Axe. Das Strahlensystem hat entweder zwei sich nicht schnei- 
dende Axen, oder eine, oder keine Axe. Im ersteren Falle ist jede die Axen 
schneidende Gerade ein Strahl des Systemes S, und dieses ist durch die 
Axen völlig bestimmt. 

3. Ist s ein beliebiger Strahl des Systemes S, so wird dasselbe aus 
je zwei Punkten P, P^ von s durch collineare Ebenenbündel projicirt, und 
von je zwei durch s gelegten Ebenen in coUinearen ebenen Systemen ge- 
schnitten. Die letzteren sind durch das Strahlensystem reciprok auf die Ebenen- 
bündel Py P, bezogen. — Zwischen je zwei Ebenen, die sich in keinem Slrahle 
von S schneiden, wird durch das Strahlensystem eine geometrische Verwandt- 
schaft zweiten Grades hergestellt, so dass jeder Geraden der einen Ebene im 
Allgemeinen ein Kegelschnitt der anderen entspricht. Die Strahlen von Sy 
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welche eine Curve n^^^ Ordnung schneiden, erfüllen deshalb im Allgemeinen 
eine Fläche 2«^«' Ordnung. 

4. Die sammtlichen Strahlen von S, welche einer beliebigen Geraden 
/ begegnen, bilden im Allgemeinen eine zu / perspectivische Regelschaar, d. h. 
die eine Schaar von Geraden eines hyperbolischen Hyperboloides oder Para- 
boloides. Drei beliebige Strahlen a, b, c des Systemes S bestimmen eine 
Regelschaar {abc)^ deren übrige Strahlen auch zu S gehören. Durch vier 
Strahlen a, 6, c, d, die nicht alle vier in einer Fläche zweiter Ordnung oder 
zweiter Classe liegen, ist ein Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe 
völlig bestimmt. Zu demselben gehört die Regelschaar (a6e), sowie jede an- 
dere Regelschaar, welche den vierten Strahl d und zwei Strahlen von {abc) 
enthält. Eine andere lineare Construclion seiner Strahlen ist in (3.) angezeigt. 
Die speciellen Fälle erledigen sich durch (2.). 

5. Jede Fläche zweiter Ordnung, welche eine zu S gehörige Regel- 
schaar enthält, geht durch die Axen des Strahlensystemes <S>. Sie wird von 
jedem nicht auf ihr gelegenen Strahle von S geschnitten oder berührt oder gar 
nicht getroffen, jenachdem S zwei Axen oder eine oder keine Axe besitzt (2.}. 
Zwei solche Flächen zweiter Ordnung von S haben niemals eine Curve mit ein- 
ander gemein, sondern ausser den Axen noch höchstens zwei Strahlen von S. 

6. Die Polarebenen eines beliebigen Punktes P in Bezug auf alle 
solche im Strahlensysteme enthaltenen Flächen zweiter Ordnung schneiden sich 
in einem Punkte F, , und zwar ist die Gerade PP^ ein Strahl von S. Und 
die sammtlichen Pole einer Ebene hinsichtlich jener Flächen liegen in einer 
zweiten Ebene, welche die erstere in einem Strahle von S schneidet. Die 
Punkte sowie die Ebenen des Raumes sind also paarweise einander conjugirt 
in Bezug auf alle diese Flächen *). 

7. Hat das Strahlensystem S nur eine Axe u^ so ist jedem beliebigen 
Punkte ein Punkt von v, und jedem Punkte von u sind die sammtlichen Punkte 
einer durch u gehenden Ebene conjugirt (5.;. Besitzt dagegen das System 
entweder zwei oder keine Axen, so bilden die Paare conjugirter Punkte und 
Ebenen ein involutorisches räumliches System. Beschreibt nämlich ein Punkt 
eine Ebene, so beschreibt zugleich sein conjugirter Punkt die conjugirle Ebene. 



*) Herr Hermes hat Bd. ü7; pag. 167 dieses Journals die Sätze (6.) analytisch 
bewiesen. Sie ergeben sich aus (3.), wenn die dort erwähnten collinearen Ebenen so 
angenommen werden^ dass sie einander conjugirt sind hinsichtlich einer jener Flächen 
zweiter Ordnung. 
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Jeder Strahl von S entspricht in dem involutorischen Systeme sich selbst, und 
seine Punkte und Ebenen sind involutorisch gepaart, indem sie einander paar- 
weise conjugirt sind. Keine Gerade des Raumes, ausser den Strahlen und 
Axen von S^ hat mit ihrer entsprechenden einen Punkt gemein. Wenn zwei 
Axen vorhanden sind, so trennen dieselben je zwei conjugirte Punkte oder 
Ebenen harmonisch von einander. 

8. Fünf beliebige Strahlen, von denen vier einem nicht durch den 
fünften gehenden Strahlensysteme S angehören und nicht auf einer Flache 
zweiler Ordnung oder zweiler Classe enthalten sind, bestimmen einen Strahlen- 
complex C Zu demselben rechnen wir alle Strahlensysteme, welche der 
fünfte Strahl mit irgend drei Strahlen des Systems S bestimmt (4.). Der 
Slrahlencomplex wird ein linearer genannt, weil die unendlich vielen Strahlen 
desselben, welche in irgend einer Ebene liegen oder durch einen beliebigen 
Punkt gehen, allemal einen gewöhnlichen Slrahlenbuschel bilden. Wenn die 
gegebenen fünf Strahlen von einer sechsten Geraden u geschnitten werden, so 
besteht der Complex aus allen Strahlen, welche die u schneiden. Diesen 
speciellen Fall wollen wir von jetzt an ausschliessen. 

9. Wird durch den linearen Complex C jeder Ebene n des Raumes 
derjenige Punkt P zugeordnet, in welchem die in n liegenden Strahlen von 
C sich schneiden, so entsteht ein sogenanntes Nullsystem. In diesem ist jedem 
Punkte eine durch ihn gehende Ebene zugeordnet, jedem geraden Gebilde ein 
zu ihm perspectivischer Ebenenbüschel, also auch jeder Geraden eine Gerade und 
jeder Ebene ein in ihr liegender Punkt. Jeder Strahl des Complexes C entspricht 
im Nullsysteme sich selbst, und jede Gerade, welche zwei einander zugeordnete 
Gerade des Nullsystemes schneidet, gehört zu C. Zwei Paar zugeordnete 
Gerade des Nullsystemes liegen, wenn sie sich nicht wechselsweise schneiden, 
allemal in einer Regelschaar, deren Strahlen paarweise einander zugeordnet 
und dadurch involutorisch gepaart sind, und deren Leitschaar aus Strahlen 
von C besteht. 

10. Ein Nullsystem ist nicht nur durch fünf beliebige, sich selbst zu- 
geordnete Strahlen bestimmt, sondern auch durch zwei Paare einander zuge- 
ordneter Geraden, die in einer Regelschaar liegen, sowie durch ein solches 
Paar von Geraden und einen sie nicht schneidenden Strahl, welcher sich selbst 
zugeordnet ist ((8.) und (9.)). Das Nullsystem ist bekanntlich auch bestimmt 
durch eine Raumcurve dritter Ordnung, wenn jeder Punkt derselben seiner 
Schmiegungsebene, also auch jede Tangente sich selbst zugeordnet wird. 

47* 
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Möbius^) hat es zuerst bei UntersDchung des räumlichen Krdftesystemes ent- 
deckt; je zwei Einzelkräfte nämlich, durch welche ein solches Kräflesystem 
ersetzt werden kann, wirken in zugeordneten Geraden eines bestimmten Null- 
systemes. Diejenigen Geraden, in Bezug auf welche das Moment eines solchen 
Kräftesystemes verschwindet, sind deshalb, wie schon Möbius bemerkt, in dem 
zugehörigen Nullsysteme sich selbst zugeordnet (9.), und umgekehrt; sie bilden 
also einen linearen Strahlencomplex. 

11. Zwei lineare Strahlencomplexe haben die sämmtlichen Strahlen 
eines Systemes erster Ordnung und erster Classe mit einander gemein. Hat 
das letztere zwei Axen, so sind dieselben in jedem der beiden, durch die 
Complexe bestimmten Nullsysteme einander zugeordnet. Zwei Strahlensysteme 
erster Ordnung und erster Classe haben im Allgemeinen eine Regelschaar 
gemein, wenn sie Bestandtheile eines linearen Complexes sind; im anderen 
Falle dagegen höchstens zwei Strahlen oder bei ganz besonderer Lage einen 
Strahlenbäschel. 

12. Im Nullsysteme laufen alle Geraden, deren zugeordnete unendlich 
fern liegen, zu einander parallel (9.j. Eine einzige n unter ihnon steht senkrecht 
auf denjenigen Ebenen, welche durch die ihr zugeordnete Gerade hindurchgehen. 
Diese Gerade n liegt mit je zwei einander zugeordneten Geraden g, ^i, von 
denen sie nicht geschnitten wird, in einem gleichseitigen Paraboloid (9.), und 
schneidet deshalb die Linie des kürzesten Abstandes von g und gi rechtwinklig. 

13. Zu jedem linearen Strahlencomplexe C kann (nach 12.) eine 
einzige Gerade n construirt werden, welche auf allen sie schneidenden Strahlen 
von C senkrecht steht und die Hauptlinie des Complexes C genannt werden 
mag. Der Complex ist völlig bestimmt durch seine Hauptlinie n und einen 
sie nicht schneidenden Strahl (10.). Bilden zwei Strahlen von C mit der 
Hauptlinie n die Winkel o und a,, und haben sie von n die resp. Abstände 
a und Ol, so gilt die Gleichung a.tang a = ai.tang a, = Const.; und jede 
Gerade, fär welche a.tang o = Const. ist, gehört zu C Jeder andere Complex, 
welcher aus C durch eine Verschiebung parallel zur Hauptlinie n und durch 
eine Drehung um n entsteht, hat mit C alle seine Strahlen gemein. In Bezug 
auf die Tangenten einer Baumcurve dritter Ordnung sind diese SätsLe von be- 
sonderem Interesse (vgl. 10.).**) 

*) Möbius Bd. 10^ pag. 317 dieses Journals. 

**) Diese Sätze (13.) können u. A. leicht aus einem Theoreme abgeleitet werden, 
welches Möbius a. a. O. pag. 333 über das Nullsystom bewiesen hat 
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14. Zu einem Strahlensysteme S erster Ordnung und erster Classe 
können unendlich viele Hauptlinien construirt werden, d. h. Gerade, welche 
auf allen sie schneidenden Strahlen von S senkrecht stehen. Jede derselben 
ist die Hauptlinie eines durch S gehenden linearen Complexes, und ihr Ab- 
stand von einem beliebigen Strahle s des Systemes, multiplicirt mit der Tan- 
gente ihres mit s gebildeten Neigungswinkels, ist constant (13.). Diese Haupt- 
linien schneiden sich paarweise und werden sämmtlich von einem bestimmten 
Strahle des Systemes 5 rechtwinklig geschnitten. Jedoch in dem besonderen 
Falle, in welchem das System eine unendlich ferne Axe u hat, ist jede Ge- 
rade, welche auf den durch u gehenden Ebenen senkrecht steht, eine Haupt- 
linie von S. 

. 15. Ist n die Linie des kürzesten Abstandes von irgend zwei Strahlen 
einer Regelschaar, sind ferner a und ai ihre Abstände von irgend zwei anderen 
Strahlen dieser Schaar, und resp. a und »i ihre mit den letzteren gebildeten 
Winkel, so gilt die Gleichung a.tanga = aj.tangai = Const. Die Linie des 
kürzesten Abstandes zwischen n und irgend einem Leitstrahle der Regelschaar 
schneidet noch einen zweiten Leitstrahl rechtwinklig (vgl. 12.), so dass die 
Leitstrahlen paarweise mit n auf gleichseitigen Paraboloiden liegen. 

Zürich, den 23. April 1868. 
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Ueber einige Eigenschaften der Trigonalzahlen« 

(Von Herrn Stern in Göttingen.) 



1) W enn p eine Primzahl ist, und man bildet die Reihe der /?— 2 

x(x 4-0 

ersten Trigonalzahlen, indem man in — 2 ^^^^^ ^ ^'^ Zahlen 1, 2, ... 

/?— 2 setzt, und nimmt die kleinsten positiven Reste der Glieder dieser Reihe 

nach dem Modul /?, so geben die -^-^ — ersten Glieder -^—^ — verschiedene 
Reste. Es versteht sich von selbst, dass keiner dieser Reste Null sein kann. 

.Der Rest des Mittelgliedes -^—^ — kommt nicht noch einmal vor, die übrigen 
Reste wiederholen sich aber bei den folgenden Gliedern in umgekehrter Ordnong. 

Wäre nämlich — ^^J" ^ e^ _^A-?ul_A. (mod. p), während mindestens 

eine der Zahlen a?, y kleiner und die andere nicht grösser als -^-^ ist, 

so würde daraus (x —y)(x + y + i) 'j^O folgen, was nicht sein kann. Da- 

gegen ist ,^' ,-z- - ^^^ -^ ^^"" y=/^-l^+l) )• 

Diese -^-— — verschiedenen Reste sollen trigonale Reste heissen, die 

übrigen -^-^ — Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . . /? — 1 dagegen trigonale Nicht- 

reste. In weiterem Sinne werden dann auch die Zahlen , welche einem tri- 
gonalen Reste oder trigonalen Nichtreste congruent sind, bezüglich als trigonale 
Reste oder trigonale Nichtreste bezeichnet. 

Der Rest des Mittelgliedes soll M heissen , also M ^. -^-^ — und 

SJtff^— 1, d. h. es ist 8M und folglich auch 2M ein quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest, je nachdem /? = 4fi + l oder/? = 4» + 3, demnach M 
quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest, je nachdem p gleich 8«+l, 8i»+3 



*) Man vergleiche auch Bd. 61; p. 74 dieses Journals. 
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oder gleich 8n+b^ 8n+7 ist, d. h. je nachdem —2 ein quadratischer Rest 
oder quadratischer Nichtrest ist. 

2) Die Frage« ob eine gegebene Zahl ein trigonaler Rest ist, lasst 
sich auf die Frage zurückfuhren, ob eine gegebene Zahl ein quadratischer 
Rest ist. Soli nämlich k ein trigonaler Rest sein, und ist nicht k = M, so 

muss es eine Zahl x <Z -^-o — geben, für welche die Congruenz ^ "^ * 
statt hat, also {2x + iy E^8k+i. Soll k ein trigonaler Rest sein, so muss 
mithin 8Ar+l ein quadratischer Rest sein, ist umgekehrt 8/r -f 1 ein quadratischer 

Rest, also £EE(2a?+l)% wo ^<-^2 — ' ^^ ^^* * ^^" trigonaler Rest. Die 
Zahl k ist also überhaupt ein trigonaler Rest oder trigonaler Nichtrest, je 
nachdem 8k + i ein quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest ist, ab- 
gesehen von dem Falle wenn k = M. 

Aus den (rigonalen Resten findet man demnach, mit Vernachlässigung 
der Vielfachen von py die quadratischen Reste, indem man erstere mit 8 
multiplicirt und die Einheit addirt. Nur einen quadratischen Rest findet man 
auf diese Weise nicht, nämlich wenn man M mit 8 multiplicirt und die Ein- 
heit addirt, da 8M+i i~ 0. Dieser fehlende quadratische Rest ist die Einheit; 
gäbe es nämlich einen trigonalen Rest k^ für welchen 8Ä+lr^1, so wäre 
8k ^- 0, während k <Z p. 

Ebenso findet man die quadratischen Nichtreste aus den trigonalen 
Nichtresten, indem man letztere mit 8 multiplicirt und die Einheit addirt. Ist 

nämlich / ein trigonaler Nichtrest, so kann nicht 8/+ 1 ein quadratischer Rest 

x(x-\- O 

sein, da aus 8/+1 'zECz (2j;+1/, d. h. /--: — ^ J^ , folgen würde, dass / ein 

trigonaler Rest ist. 

Da 16#~ -2 oder 8.2if+l = -1, so folgt, dass 2M ein trigonaler 
Rest oder trigonaler Nichtrest ist, je nachdem p gleich 4»-f-l oder 4w+3. 
Mithin ist 2M zugleich quadratischer und trigonaler Rest oder quadratischer 
und trigonaler Nichtrest (1.). 

3) Ist 2M—k ein trigonaler Rest, also nicht kEE^2M, so ist auch 
16if— 8/f+l ein quadratischer Rest, aber 16itf^r— 2; also ist dann auch 
— (8Ä+1) ein quadratischer Rest, und daher 8Ä+1 zugleich mit — t ein 
quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest. Ist dagegen 2M—k ein tri- 
gonaler Nichtrest, so folgt ebenso, dass 8/r+l ein quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest ist, je nachdem —1 ein quadratischer Nichtrest oder 
quadratischer Rest ist. Nun ist aber 8/r+ 1 auch ein quadratischer Rest oder 
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quadratischer Nichtrest, je nachdem k ein trigonaler Rest oder trigonaler Nichts 
rest ist. Ist also p = 4n+i^ so sind die Zahlen k und 2Jf— A zugleich tri- 
gonale Reste oder trigonale Nichtreste, ist dagegen /? =4n+3, so ist die eine 
dieser Zahlen ein trigonaler Rest, die andere ein trigonaler Nichtrest. Nun 
ist 2M ein trigonaler Rest, wenn /? = 4« + l (§. 2.), es findet sich also unter 
den trigonalen Resten eine Zahl /r _ :: 2M (oder 2M selbst). Abgesehen von 
dieser Zahl und der Zahl M, werden sich daher die ährigen 2f»— 2 trigonalen 
Reste immer paarweise so zusammenstellen lassen, dass die Summe jedes 
Paares ^ 2M ist, und die 2n trigonalen Nichtreste werden sich ebenfalls 
paarweise so zusammenstellen lassen, dass die Summe jedes Paares ^2M 
ist. Ist z. B. /?= 17, so sind die trigonalen Reste 1, 3, 6, 10, 15, 4, 11, 2. 
Hier ist itf = 2, iässl man also die Zahlen 2 und 4 bei Seite, so bilden die 
übrigen trigonalen Reste die Paare 1, 3; 6, 15; 10, 11; so dass die Summe 
jedes Paares i^ 4 ist. Die trigonalen Nichtreste sind 5, 7, 8, 9, 12, 13, 
14, 16, sie bilden die Paare 5, 16; 7, 14; 8, 13; 9, 12. Ist dagegen /i = 4»+3, 
so ist 2M ein trigonaler Nichtrest, sondert man daher M von den trigonalen 
Resten und 2M von den trigonalen Nichtresten ab, so kann man die übrigen 
trigonalen Reste und trigonalen Nichtreste immer so paarweise zusammen- 
stellen, dass die Summe eines Restes und eines Nichtrestes ^ei2M ist. Ist 
z. B. /i = 19, so sind die trigonalen Reste 1, 3, 6, 10, 15, 2, 9, 17, 7 und 
die trigonalen Nichtreste 4, 5, 8, 11, 12, 13, 14, 16, 18. Hier ist M=7, 
2j|f=14, sondert man diese zwei Zahlen ab, so hat man folgende aus einem 
Reste und einem Nichtreste bestehende Paare, deren Summe ^ 14 ist, nämlich 
1,13; 3,11; 6,8; 10,4; 15,18; 2,12; 9,5; 17,16. 

Diese Zusammenstellung in Paaren ist nur auf eine einzige Art möglich. 
Denn setzt man 2M^k statt ä, so erhält man * slatt 2Af—Ä. 

Es folgt hieraus weiter, dass, wenn p = 4n+l. die Summe eines tri- 
gonalen Restes a und eines trigonalen Nichtrestes b niemals ^^ 2M sein kann. 
Denn jedenfalls giebt es einen trigonalen Rest a', so dass a-\'a' ^2My es 
mfisste also a! = b sein. Ebenso folgt, dass^ wenn /? = 4ii-f3, niemals die 
Summe zweier trigonalen Reste oder zweier trigonalen Nichtreste 3^2if sein kann. 

4) Ist M eine gerade Zahl, so setze man -^ = A, ist M ungerade, so 

sei — Y^ ^ ^9 ®^ d®ss jedenfalls h eine ganze Zahl ist. Unter dieser Vor- 
aussetzung gilt der Satz: 

Die Summe der trigonalen Reste ist immer ^ h (mod. p). 
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Es ist nämlich AM = (^P"~*XP + ^^ = - £+1 = 8Ä. Bezeichnet man 
nun die trigonalen Reste durch ti^t2^ ...t^^i und die quadratischen Reste durch 

«1,029 -«^--M SO ist (§.2) 

2 

8<,+l+8<,+l+-+8<j^+l = 8 («,+/,+... + «^ + £^ ^ at+ch+"'+a^-U 

2 2 2 

aber ai + a2 + '-* + «J«-i^^0, also 



mithin 

Bezeichnet man die Summe der trigonalen Reste und der trigonalen Ntchtreste 
bezüglich durch JS'Ä und JS/V, so ist 2;R + :SN=0^ mithin 

SR~h, -SV=-A, 2R-2N=M, 

es kann also niemals die Summe der trigonalen Reste der Summe der trigo- 
nalen Nichtreste congruent sein. 

Da 2M ein quadratischer Rest oder ein quadratischer Nichtrest ist, je 
nachdem p gleich 4i»+l oder 4fi+3, so gilt dasselbe auch von h und daher 
auch von 2^Ry dagegen ist 2^N immer ein quadratischer Rest, ausgenommen 
wenn j9 = 3, indem dann JSR^i ein quadratischer Rest und JSN=2 ein 
quadratischer Nichtrest ist. 

5) Man bezeichne durch PR und PN bezüglich das Product aller 
trigonalen Reste und aller trigonalen Nichtreste, dann hat man 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem p gleich Sn+l, 
8ii+3 oder 8«+ 5, 8»+7. 

Bezeichnet man ndmlich durch f{x) das Product t.d.6...( ^^^^ ^J , 
so ist PR = f(^^y Nun ist 

ZW = ö ö ö "1 = öi 9 



*) Ausgenommen ist jedoch der Fall, wenn p = 3; weil dann der einzige qua- 
dratische Rest a, = 1 nicht =0 ist, mithin 8^, =-^--^— = — 8A und ^^ = — A. 

Joarnal ffir Mathematik Bd. LXIX. Heft 4. 48 
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also«, wenn x^^-^ und Q das Prodnct aller quadratischen Reste bedeutet, 



PR = 



2^ 



Nun ist bekanntlich Q=i\ oder ^—1, je nachdem p gleich 4i}+3 oder 4»+!, 
und 2 ^ ^1 oder ^—1, je nachdem /i gleich 811+I, 8»+7 oder 8«+3, Sii+ö^ 
also PÄ ^^y- oder — ^^ , je nachdem /i gleich 8fi+5, Sn+1 oder 811+1 , 8i»+3. 

Da PÄ.FiV=1.2.3...(j»-l) = -l, so folgt F^=2 oder FiV=-2, 
je nachdem p gleich 8ft+l)8i}+3 oder 8f»+5, 8n+7. Man hat also jedenfalls 

4PÄ+FiV=0. 

6) Ist/7 gleich 811+I oder 8it+5, so enthalten die trigonalen Reste eben- 
so viel quadratische Reste als quadratische Nichtreste, also im ersten Falle 
2n quadratische Reste und 2» quadratische Nichtreste, im zweiten 2ii+l 
quadratische Reste und 2i}+l quadratische Nichtreste. Ist p=8fi+7, so ent- 
halten die trigonalen Reste 2i»+l quadratische Reste und 2» + 2 quadratische 
Nichtreste, dagegen 2i}r|-l quadratische Reste und 2ii quadratische Nichtreste, 
wenn p =^ 8ii+3. Soll nfimlicb ein trigonaler Rest zugleich ein quadratisciier 

Rest sein, so muss ^^^^ ^ ^a^ oder (2jr+l)*£^ 8a*+ 1 sein. Setzt man 

2a = 6, so hat man mithin (2a?+t)^— 26*^ 1, es ist also die Frage, wie viel 
Lösungen die Congruenz 

(C.) X^-2Y' = i{mod.p) 

zuldsst, wenn X und Y nur eine der p Zahlen 1,2, ... (ic— 1)?/' sein können. 
Nun hat bekanntlich die Congruenz 

X^+AY'+B^O (jnoA.p), 

wo A und B ganze (positive oder negative) nicht durch p theilbare Zahlen, 
und X, Y ganze positive Zahlen, die nicht grösser als p sind, bedeuten, ent- 

weder p + (— 1) ^ Lösungen, oder p + (— 1) ^ Lösungen, je nachdem A ein 
quadratischer Rest oder ein quadratischer Nichtrest ist. Die Congruenz (C.) hat 
demnach 8n oder 8n+4 Lösungen, je nachdem p gleich 811+I oder 8it-f 3, da- 
gegen 8« +6 Lösungen, wenn p gleich 81» + 5 oder 8«+ 7. 



') Mau vergleiche Bd. 9; pag. 183 dieses Journals. 
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In der gegenwärtigen Betrachtnng sind aber nicht alle diese Lösungen 
brauchbar. Zunächst sind nämlich diejenigen ausznschliessen , bei welchen 

Y =^ Py da Y eine gerade Zahl 2a sein soll. Setzt man ferner vorläufig 
diejenigen Lösungen bei Seite^ bei welchen X = p ist, so lassen sich die 
übrigen Lösungen immer in Gruppen von je vier zusammenstellen. Sind 
nämlich X=a und Y=ß Werlhe, welche der Congruenz (C.) genfigen, so 
hat man noch ausserdem die Lösungen X^p—a,Y=:ß; X=^a, Y=^p--ß; 
X = ;>—«, Y = p—ß. Von diesen vier Lösungen kann aber hier nur eine 
einzige gebraucht werden. Da nämlich, je nachdem a gerade oder ungerade, 
p^a ungerade oder gerade ist, und je nachdem ß gerade oder ungerade, 
p—ß ungerade oder gerade ist, so werden bei zwei dieser Lösungen X und 

Y zugleich gerade oder zugleich ungerade sein, bei einer wird X gerade 
und Y ungerade sein, und bei einer X ungerade und Y gerade. Es kann 
aber hier nur die letzte Lösung gebraucht werden, da JC=2ar+l, Y=2a. 

Ist nun zugleich 811-fl öder 811+ 3, so kommen unter den Lösungen der 
Congruenz (C) nicht bloss die zwei vor, bei welchen Y^p, mithin Jf^— 1^0, 
d.h. X= 1 oder X = /?— 1, sondern auch die zwei, bei welchen X = p, in- 
sofern die Congruenz 21^^ — 1 alsdann zwei Lösungen y=yund Y^p—y 
hat. Zieht man zunächst diese vier Lösungen von den sämmtlichen Lösungen 
ab, so bleiben noch 819— 4 Lösungen, wenn /»rr^Sn-Hl, Und Sn Lösungen, 
wenn j9 = 8i} + 3. Von diesen können also im ersten Falle nur 2i9— 1 und 
im zweiten nur 2ii gebraucht werden. Da femer die zwei Lösungen, welche 
zu Y = p gehören, wegfallen, und, wenn X^p, von den entsprechenden 
Werthen y=y, Y^p—y nur derjenige gebraucht werden kann, bei welchem 

Y eine gerade Zahl ist, so kommt nur noch eine Lösung hinzu. Die Gesamnit- 
zahl der hier brauchbaren Lösungen ist also 2ii oder 2n + i^ je nachdem 
p gleich 811+1 oder 8ii+3. 

Ist dagegen p gleich 8n+b oder 8ii+7, so findet die Congruenz 2 F^^ —1 
nicht statt, die beiden Lösungen^ welche jr=/i entsprechen wfirden, kommen 
also unter der Gesammtheit der 891 + 6 Lösungen nicht vor. Es sind mithin 
nur noch die hier nicht brauchbaren zwei Lösungen abzuziehen, welche zu 
Y=-p gehören, so dass nur noch 8ii+4 Lösungen flbrig bleiben, von welchen 
d«r vierte Theil, also 2it+1 Lösungen, hier gebraucht werden können. 

Z.B. für j9 = 17 sind die trigonalen Reste 1, 2, 3, 4, 6, 10, 11, 15, 
unter diesen sind 1, 2, 4, 15 quadratische Reste. Für /?== 19 sind die tri- 
gonalen Reste 1, 2, 3, 6, 7, 9, 10, 15, 17, unter diesen sind 1, 6, 7, 9, 17 

48* 
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quadratische Reste. Für p=23 sind die trigonalen Reste 1. 3, 5, 6, 9^ 10«, 
13, 15, 20, 21, 22, unter diesen sind 1, 3, 6, 9, 13 quadratische Reste. 
Für p = 29 sind die trigonalen Reste 1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 15, 16, 18, 20, 
21, 26, 28, unter diesen sind 1, 4, 6, 7, 16, 20, 28 quadratische Reste. 

7) Nennt man zur Abkürzung die Zahlen, welche aus den Trigonal- 
zahlen entstehen, indem man letztere mit 2 multiplicirt, Bitrigonaliahlen , so 
erhält man die kleinsten positiven Reste der ersten p—2 Bitrigonalzahlen, 
nach dem Modul p, indem man die ersten p — 2 trigonalen Reste mit 2 mul- 
tiplicirt und die Vielfachen von p vernachlässigt. Es ergiebt sich hieraus 

unmittelbar, dass die -^-5 — ersten dieser Reste unter einander verschieden 

sind, sie sollen bitrigonale Reste heissen, dass der f^-^ — ) Rest nur einmal 

vorkommt und daher das Mittelglied heissen soll, während die übrigen Reste 
sich nach dem Mittelgliede in umgekehrter Ordnung wiederholen. Verschiedene 
Eigenschaften der bitrigonalen Reste, welche sich auch direct leicht beweisen 
lassen, können aus den oben erwiesenen Eigenschaften der trigonalen Reste 
abgeleitet werden. So ergiebt sich, dass die Summe der bitrigonalen Reste 

.== My dass das Product dieser Reste fee -^^ — oder ^e — ^-^ — , je nachdem 

p gleich 4»+l oder 4i»+3, dass unter den bitrigonalen Resten 2it oder 2i?+l 
quadratische Reste vorkommen, je nachdem p in einer der Formen 8«4-l, 
8fi+3 oder 8« +5, 8» +7 enthalten ist. 

8) Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich der Beweis eines Satzes 
von Eisenstein^ welchen man in diesem Journale (Bd. 27, p. 283) findet. 

Ist nämlich p eine Primzahl von der Form 4ii+l, g eine primitive 
Wurzel für den Modul p, und bezeichnet man durch a^ b, c, d bezöglich die 
Anzahl der Glieder in der Reihe der p—2 ersten Bitrigonalzahlen, dctren 
Indices von der Form 4«, 4«+l, 4«+ 2, 4^ + 3 sind, so ist 

(a-cf + (6-rf/ = p^ 
Um dies zu beweisen, vertheile man die bitrigonalen Reste in 4 Gruppen Ay 
By C, D, je nachdem diese Reste zu einem Index von der Form 4«, 4^ + 1) 
4« + 2, 4« + 3 gehören. Sei a'y b\ c, d bezüglich die Anzahl der eerschiedemen 
bitrigonalen Reste, welche zu der Gruppe A, B, C, D gehören. Den zu 
diesen vier Gruppen gehörenden Resten entsprechen also bezüglich die Goti- 
gruenzen x{x+\) = g*'; x{x+i) ^.: g*'^' ; J5(a;-f 1) :^ g*'^^; x{x+ 1) = g*'^^^ 
oder (2.r+l)^ = 4^*H1; (2a:-f If e£E 4^*^+*+l ; (2x+l)^ = 4^**+^ + l ; 
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9) Sei nun zuerst p = Sn+i^ also 4 ein biquadrtüischer Rest; statt 
der letzten Congruenzen kann man also auch schreiben: (2a;+l}^ ^^^''+1; 

Das Mittelglied der bitrigonalen Reste, welches ^^^--j — ist, und 
mithin ebenfalls ein biquadratiscber Rest, gehört demnach zur Gruppe A, 

Bedient man sich der Bezeichnung, welche Gauss in der theoria resid. 
biquadr. (comment. 1 art. 15 ff.) anwendet, so ergiebt sich Folgendes. In der 

Congruenz 

(/.) i2x+iy = g'^^'+i 

ist (2x4-1 / entweder ^ g*^ oder ^gr**+^, im ersten Falle sind die Lösungen 
dieser Congruenz unter den Lösungen der Congruenz i+a+ß^O enthalten, 
deren Anzahl, nach Gauss, gleich t gesetzt wird; im zweiten Falle sind die Lö- 
sungen der Congruenz (J.) unter den Lösungen der Congruenz l+/3+y^0 
enthalten, deren Anzahl gleich m gesetzt wird. Bei der Congruenz 

(/f.) (2ar+l)' = g*'^' + i 
ergiebt sich ebenso, dass die Lösungen derselben entweder unter den Lösungen 
der Congruenz l+a+Ji:^ enthalten sind, deren Anzahl gleich / gesetzt wird, 
oder unter den Lösungen der Congruenz l-|-/!?+(T=0, deren Anzahl gleich m 
ist. Nuu ist die Anzahl der Lösungen der beiden Congruenzen (/.) und {K.) 
zusammengenommen gleich b'+d!, dies ist aber die Anzahl der quadratischen 
Nichtreste, welche unter den bitrigonalen Resten vorkommen, also nach §. 7 

ft' + rf == 2n, 
es ist aber auch, wie Gauss (a. a. art. 16) beweist, 

i+m+l+m = 2«, 

mithin 

6' = 1 + 1»; d* = l+m 

und 

Da aber jeder bitrigonale Rest, welcher zu einem Index 4^+1 oder 4s+d 
gehört, in der Reihe der ersten p — 2 Bitrigonalzahlen doppelt vorkommt, so 
ist der Unterschied der Anzahl aller dieser bitrigonalen Reste, welche zu 
einem Index von der Form 4«+l oder von der Form 4« + 3 gehören, 
2(6'— rf') gleich 2{i—l) oder, wenn man 26' gleich b, 2d! gleich d setzt, 

(I.) 6-rf = 2(f-/). 
Für die Congruenz 

(L.) {2x+\f = (/*^+l 
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ergiebt sich ebenso ^ dass ihre Lösungen entweder unter den Lösungen der 
Congruenz i+a+a'^0 enthalten sind^ deren Anzahl Gaufs gleich h setzte oder 
unter den Lösungen der Congruenz i+a+y^^O^ deren Anzahl gleich A gesetzt 
wird. Auszunehmen ist jedoch der in der Congruenz (L.) enthaltene Fall, 

wo ^ = '^ — ^^^^ welcher also zu äem Mittelgliede der bitrigonalen Reste ge- 
hört, indem alsdann (2a: +1)^=^0 und flr*" + 1^^0, welche Congruenz weder 
in 1+a + a'^O noch in i + a+y^O enthalten ist. Ferner sind die Lösungen 
der Congruenz 

entweder unter den Lösungen der Congruenz 1+a + y^O enthalten, deren 

« 

Anzahl gleich k ist, oder unter den Lösungen der Congruenz 1+y+y'^^O, 
deren Anzahl ebenfalls gleich k ist. Nun folgt aus den Gaussischen Formeln 

A+* = 2«-l-i-/ = 2«-l = 2ii-2*-l, 
also 

ä + ä+* + ä = ä + 3ä = 2ii-1. 
Die Anzahl der Lösungen der zwei Congruenzen (L.) und (M.) zusammen- 
genommen ist aber, wenn man den oben erwähnten Ausnahmefall nicht mit- 
rechnet, a'—i+c\ und nach §.7, da a+c die Anzahl der quadratischen 
Reste ist, welche unter den bitrigonalen Resten vorkommen, 

a'+c- 1=2«~1, 
also 

a'-l ^h + k; c' = 2ä 
und 

Der Unterschied der Anzahl der Reste der ersten p — 2 Bitrigpnalzahlen, 
welche zu einem Index von der Form 4« oder 4s +2 gehören, ist aber, da 
das Mittelglied, welches nur einmal vorkommt, zur Gruppe A gehört, 

2a'-l~2c' = 2(A-*)+l. 
Setzt man 2a — 1 =a, 2c' = c^ so ist mithin 

(IL) a-c=2(Ä-Ä) + l. 

Nun ist, wie schon oben bemerkt wurde, h+k=2m—i, also h—k=2(m—k}—i 

und 2(Ä-*) + l =4(m-&)-l, mithin 

[2(A-Ä)4-ir = [iik-m) + if. 
Da nun nach Gauss (a. a. 0. art. 18.) 

p = [4(Ä-i») + l]' + 4(/-if, 
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so folgt ans (I.) und (II.) 

(III.) p={a--cf + (b^dr. 
10) Ist zweitens p = 8fi+5, so ist 4 ein quadratischer und kein bi- 
quadratischer Rest, dasselbe ist bei ~1 der Fall, das jMittelglied der bitri- 
gonalen Reste ist daher wieder ein biquadratischer Rest und gehört zur Gruppe 
A, Statt der Congruenzen 

(2a;+l)^ = V^-fl; (2a?^l)' = V*+M; (2a:+l)'= V^+Vl ; (2a:+l)^ = V*+^+l 

kann man nun bezüglich die Congruenzen 

[2x+\r=g'^^'+i; {2x+lf=g''-^'+i; {2x+if=g''+i; {2x+if=g*^^'+i 

schfeiben, welche also, der Reihe nach, zu den Gruppen A, B^ C, D, ge- 
hören. Mit Benutzung der Gati^^ischen Bezeichung ergiebl sich hier Folgendes. 
Die Lösungen der Congruenz (2a;+l)^ ^ flr**+'+l sind nun, je nachdem 
(2a:+lfE^^** oder E^^**"*"Mst, unter den Lösungen der Congruenz \-{-ß+y=0 
oder der Congruenz l+a+/^^0 enthalten, deren Anzahl bezüglich m und 
/ ist. Die Lösungen der Congruenz (2a?+l)^=flr**+^4-l sind, unter denselben 
Voraussetzungen, unter den Lösungen der Congruenz l+/:?+J:^0 oder der 
Congruenz 1+«+JezO enthalten^ deren Anzahl bezüglich m oder i ist. Nun 
ist nach §.7, für ;> = 8w + 5, 

b' + d = 2ii+l, 
aber nach Gauss (a. a. 0. art. 20.). 

mithin 6'=/+iii,- d'= i+i» und d' — 6' = i— /, oder, wenn man wieder 26' gleich 

bj 2d! gleich d setzt, 

(IV.) rf-6 = 2(f-/). 

Ferner sind die Lösungen der Congruenz (2a? + l)^ ^5^*'+! unter den Lö- 
sungen der Congruenz 1 + cf + y^O oder der Congruenz 1 + a + a'^O 
enthalten, deren Anzahl bezüglich h und k ist. Die Lösungen der Congruenz 
y2x -\- \f =^ g^"'^'^ + \ sind in den Lösungen der Congruenz l+y + /^0 oder 
l+«+;^^E=0 enthalten, deren Anzahl in beiden Fällen = A ist. Doch ist 
wieder der dem Mittelgliede der bitrigonalen Reste entsprechende Fall, wenn 



j: = 



2 



ist, auszunehmen, welcher in keiner der zwei Congruenzen l^y+/^iO, 

1 + a+y EfEzO enthalten ist. Nun ist, nach §.7, «'— 1+c' — 2« und nach 
Garns (a. a 0. art. 20) 

jA + & = 2» + l -(! + /) = 2m, 
I 2A = 2«-2iii, 
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demnach 3/*+* = 2». Hieraus folgt c=h+k, a'—i=2h und a'— c— 1=ä— *, 
also 2y-c'-l) + l =2(Ä~*) + 1. Aus den Gleichungen (V.) folgt 

Ä-*=2(»-2«) = 2(A-«). , 

Mithin 

2(a'-l-c')+l=4(A-«)+l, 

und wenn man 2a'— 1 gleich a, 2c gleich c setzt, 

a—c = 4(A— «i)+l. 
Da nun, in diesem Falle, nach Gauss 

p = [4(A-m) + l]^+4(f-/)% 

so ist auch 

(VI.) p = (a-cr+(6->rff . 

Die Formeln (III.) und (VI.) enthalten den Eisensteinschen Salz. Es ergiebt 
sich übrigens aus dem Vorhergehenden von selbst, dass der Satz ebensowohl 
auf die Trigonalzahlen als auf die Bitrigonalzahlen bezogen werden kann. 
Bezeichnet a", b", c", rf" die Anzahl der Glieder in der Reihe der ersten 
p — 2 Trigonalzahlen, welche bezäglich zu den Indices4^^ 4^+1, 4« +2, 4#+3 
gehören, so ist, wenn /i = 4fi+l, 

p = (a"-c7+(6"-rf7. 
Ist ndmlich p = 8n + l^ so ist, je nachdem 2 zu einem Index von der Form 
48 oder von der Form 4s + 2 gehört, a"=^a, b''=zb, c" = c^ d"==^d oder 
a" = c, 6" = d, c" = a, rf" = 6. 

Ist /7 = 8fi + 5, so ist, je nachdem 2 zu einem Index von der Form 
4s +i oder 4« +3 gehört, a"=6, 6"=c, c"=rf, d"=a oder a"=rf, b"=a, 
c"=b, d!* = c. Mithin jedenfalls 

(fl"-c7+(r-rf"f = ^fl-c)^+(Ä-rf)^ 

Göttingen, den 1. März 1868. 
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